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Аннотация. В данной работе изучаются вопросы приближенного решения одной задачи 
оптимального управления для нелинейного псевдопараболического уравнения третьего 
порядка со смешанными условиями.
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ВВЕДЕНИЕ

Многие вопросы фильтрации жидкости 
в трещиновато-пористых средах, передачи 
тепла в гетерогенной среде, влагопереноса в 
почвогрунтах приводят к изучению началь-
ных, смешанных и обратных задач для псев-
допараболического уравнения третьего по-
рядка [1, 2]. 

Современные методы решения задач 
управления в значительной степени осно-
вываются на концепции оптимальности, что 
определяет широкое применение методов и 
алгоритмов теории оптимизации как при про-
ектировании и совершенствовании систем 
управления [3, 4]. Многие задачи управления 
формулируются как конечномерные оптими-
зационные задачи. К таким задачам, в част-
ности, относятся и задачи адаптивных систем 
управления. При приближенном решении 
задач оптимального управления системами с 
распределенными параметрами используются 
широкий спектр разных методов [5, 6].

Пусть управляемый процесс описывается 
квазилинейным псевдопараболическим урав-
нением вида 
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которое с нулевым управлением изучено мно-
гими авторами при исследовании задачи о 
теплопроводности. Для решения этой задачи © Юлдашев Т. К., 2014
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часто использовали смешанные условия типа 
(2) и (3). Можно обосновать, что возможно 
строения аппроксимации решения смешан-
ной задачи (1)–(3) решением уравнения (4) 
при смешанных условиях (2) и (3). 

В данной работе рассматриваются вопросы 
приближенного решения задачи оптимально-
го управления для нелинейного псевдопарабо-
лического уравнения третьего порядка. Здесь, 
как и в работах [7–9], при фиксированном 

( , )P t x  используется метод разделения пере-
менных, основанный на поиске решения сме-
шанной задачи (1)–(3) в виде ряда Фурье
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Для произвольной функции ( ), lx x Dτ ∈  
в пространстве 2 ( )lL D  вводим норму следу-
ющим образом 
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Предполагается также, что ( , )P t x  допу-
скает разложение в ряд Фурье по собствен-
ным функциям ( ).ib x  Функционал (5) преоб-
разуем, т.е. функцию ( ), , ( , , ), ( , )g t y u t y P t yν  
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Определение. Если функция ( )( , )u t x C D∈
удовлетворяет следующему интегральному 
тождеству
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для любого ( )1
2( , ) ,t x W DΦ ∈ то она называ-

ется обобщенным решением смешанной за-
дачи (1)–(3).
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1. СВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ 
ЗАДАЧИ (1)–(3) К ИНТЕГРАЛЬНОМУ 

УРАВНЕНИЮ

Теорема 1. Решение смешанной задачи 
(1)–(3) представимо в виде
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где ( , )ia t ν  определяется как решение следу-
ющей счетной системы нелинейных инте-
гральных уравнений (ССНИУ):
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щенного решения смешанной задачи (1)–(3) 
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Так как ( )h t  – любая функция, удовлетво-
ряющая указанным выше условиям, то ( )ia t  
имеет обобщенную производную первого по-
рядка по t  в смысле Соболева на отрезке TD . 
Из (10) следует
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Система (11) решается методом вариации 
произвольных постоянных и при этом ис-
пользуются начальное условие (0) .i ia ϕ=  
Тогда из (11) придем к ССНИУ (8). Подстав-
ляя (8) в ряд Фурье, получим (7).

Приближенное решение задачи оптимального управления ...
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2. ПРИБЛИЖЕННАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ (1)–(3)

Рассмотрим укороченную систему инте-
гральных уравнений
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Доказательство. Рассмотрим следующий 
итерационный процесс:

0

0 0

1

10 0 0

( , ) ( , )

1 ( ) ( , , ) ,
( )

( , ) ( , )

1 , , ( , ) ( )
( )

( ) ( , , ) ,

0,1, 2,3,..., ,

N N
i i

t
N
i iN

i

Nk N
i i

t l N
N k N
j jN

ji

N N
i i

T

a t W t

p s G t s ds

a t W t

f s y a s b y

b y G t s dyds

k t D

ν ν

ν
ω ν

ν ν

ν
ω ν

ν

+

=

= +

+

= +

 
+ ⋅ × 

 
× ⋅

= ∈

∫

∑∫ ∫
 (14)

где { }1( , ) exp ( ) ,N N N
i i iW t tν ϕ ω ν= −  

{ }1( , , ) exp ( )( ) .N N
i iG t s t s dsν ω ν= − −

В силу условий теоремы, из (14) по индук-
ции получаем следующие оценки

2

1 0

( )
( , ) ( , ) N

N N

B T
a t a tν ν− ≤

1
2 2

0

1 10 0

, , ( , ) ( ) ( )
t lN N

N N N
j j i

i j
f s y a s b y b y dyν

= =

   ≤ ⋅ ⋅ ×  
   

∑ ∑∫ ∫

1
22

1 2
1

,
N

i
i

ds M M lϕ
=

 × ≤ ∆ 
 
∑          (15)

2

1

( )
( , ) ( , ) N

Nk Nk

B T
a t a tν ν+ − ≤

2 ( )1
01 2 1 2

1 2

( , )
,

!

l

kt

L Dk
k k

L s x ds
M M l

k

+
+ +

 
 
  ≤ ∆
∫

  (16)

где 

2
1 ( )

( , , ) ,N

N

B T
M G t s ν=  

2
2 ( )

( ) .N

N

B l
M b x=

Существование решения КСНИУ (13) сле-
дует из справедливости оценок (15) и (16), так 
как при k →∞  последовательность функций 
{ }

1
( , )Nk

k
a t ν

∞

=
 сходится равномерно по t  к функ-

ции 2( , ) ( ).N Na t B Tν ∈  Для доказательства един-
ственности решения в пространстве 2 ( )NB T  
предположим, что КСНИУ (13) имеет два ре-
шения: 2( , ) ( )N Na t B Tν ∈  и 2( , ) ( ).N Nt B Tϑ ν ∈  
Тогда для их разности справедлива оценка

2 ( )
( , ) ( , ) N

N N

B T
a t tν ϑ ν− ≤

2

2

1
2 2

1 2 ( )
0

( )

( , )

( , ) ( , ) .

l

N

t

L D

N N

B t

M M l L s x

a s s dsν ϑ ν

≤ ×

× −

∫
           (17)

Т. К. Юлдашев



49ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2014, № 1

Применение к (17) неравенства Гронуол-
ла-Беллмана дает 
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= ⋅∑  получаем (12). 

Если 2( ) ( ),N Na t B T∈  то справедлива оценка

1
( , , ) ( , ) ( )

N
N N N

i i
i

u t x a t b xν ν
=

≤ ⋅ ≤∑

2
2 ( )

( , ) .N
N

B T
M a t ν≤ < ∞

Кроме того, аналогично (16) и (17) спра-
ведлива оценка

2

1

( )
( , ) ( , ) N

N Nk

B T
a t a tν ν+− ≤

2

2

2 1

( )

2

( )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

N

N

Nk Nk

B T

N Nk

B T

a t a t

a t a t

ν ν

ν ν

+ +

+

≤ − +

+ − ≤

2

1
2 2

1 2 ( )
0

( , )
l

t

L D
M M l L s x≤ ×∫

2

1

( )
( , ) ( , ) .N

Nk Nk

B t
a s a s dsν ν+× −

2

1
2 2

1 2 ( )
0

( , )
l

t

L D
M M l L s x+ ×∫

2

1

( )
( , ) ( , ) N

N Nk

B t
a s a s dsν ν+× − ≤

2 ( )1
01 2 1 2

1 2

( , )

!

l

kt

L Dk
k k

L s x ds
M M l

k

+
+ +

 
 
  ≤ ∆ +
∫

2

1
2 2

1 2 ( )
0

( , )
l

t

L D
M M l L s x+ ×∫  

2

1

( )
( , ) ( , ) .N

N Nk

B t
a s a s dsν ν+× −          (18)

Применяя к (18) неравенства Гронуол-
ла-Беллмана, получаем

2

1

( )
( , ) ( , ) N

N Nk

B T
a t a tν ν+− ≤

2

2

1
( )

0

2 ( )
0

( , )
!

exp ( , ) ,

l

l

kt

L D

t

L D

L s x ds
k

L s x ds

δ

δ

 
≤ × 

  
 

×  
 

∫

∫
         (19)

где 
1

1 2 1 2
1 1 2 ,

k
k kM M lδ

+
+ += ∆  

1
2 2

2 1 2 .M M lδ =

	
3. ОПТИМИЗАЦИЯ УПРАВЛЕНИЯ

И СХОДИМОСТЬ ПО ФУНКЦИОНАЛУ
	
Таким образом, мы пришли к следующей за-

даче: найти управляющую функцию ( , ),NP t x  
которая вместе с функцией (12) минимизиру-
ет функционал

1 10 0

[ ] , , ( , ) ( ),
T lN N

N N N
i j j

i j
J P g t y a t b yν

= =


= ⋅


∑ ∑∫ ∫  

1
( ) ( ) ( ) .

N
N N N
j j i

j
p t b y b y dydt

=


⋅ ×


∑            (20)

Пусть ( , )P t x∗  – оптимальное решение по-
ставленной нами задачи.

Рассмотрим следующие соотношения:

{ }{ 1
1

( , , ) exp ( )
N

Nk N N
i i

i
u t x tν ϕ ω ν∗

=

= − +∑

0 0

1 ( )
( )

t
Nk
iN

i

p s
ω ν

∗+ +∫

10

, , ( , ) ( ) ( )
l N

Nk N N
j j i

j
f s y a s b y b y dyν∗

=

 
+ ⋅ × 

  
∑∫

{ } }1exp ( )( ) ( ),N N
i it s ds b xω ν× − − ⋅       (21)

1 10 0

[ ] , , ( , ) ( ),
T lN N

Nk Nk N
i j j

i j
J P g t y a t b yν∗ ∗

= =


= ⋅


∑ ∑∫ ∫

1
( ) ( ) ( ) .

N
Nk N N
j j i

j
p t b y b y dydt∗

=


⋅ ×


∑         (22)

Тогда для этого оптимального управления 
справедлива оценка

( , ) ( , ) ( ),Nk
NkP t x P t x q t∗ ∗− ≤

где
lim ( ) 0.NkN
k

q t
→∞
→∞

=                         (23)

Теорема 3. Пусть:
1. Выполняются условия теоремы 2;
2. 

{ }2
1 2( , , , ) ( ) ( ) ; ( ) ,ug t x u C D R Lip L t L t ϑϑ ∈ × ∩

где 
0

0 ( ) , 1, 2;
T

iL t dt i< < ∞ =∫
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3. 
2 ( )

( , ) .
B T

W t ν < ∞
Тогда справедливо следующее соотношение

lim 0.Nk
i iN

k

J P J P∗ ∗

→∞
→∞

   − =             (24)

Доказательство. Оценим допускаемую по-
грешность по состоянию ( , , ) ,u t x ν∗  то есть ве-
личину ( , , ) ( , , ) .Nk

NkV u t x u t xν ν∗ ∗= −  С этой 
целью для начала оценим разности:

( , , ) ( , , )Nu t x u t xν ν∗ ∗−

и 
( , , ) ( , , ).N Nku t x u t xν ν∗ ∗−

Итак, рассмотрим следующее соотношение
( , , ) ( , , ) ,N

Nu t x u t x Vν ν∗ ∗− ≤

где
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=
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i

i
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=

 
+ Φ − ⋅ × 

 
∑∫ ∫ ∫

0 0
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N
ib y dydt t y× + Φ ×∫ ∫

1
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j
f t y a t b yν

∞
∗

=

  
× ⋅ −  
  

∑
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, , ( , ) ( )
lN N

N N
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i j
f t z a t b yν∗

= =

 
− ⋅ × 

 
∑ ∑∫  

( ) ( ) .N N
i ib z dz b y dydt×                (25)

Если 2( , ) ( )N Na t B Tν∗ ∈  является решением 
КСНИУ (13), то покажем, что lim 0.NN

V
→∞

=  

Действительно, так как 2( , ) ( ),N Na t B Tν∗ ∈  то 
из равенства

1
lim ( , , ) lim ( , ) ( )

N
N N N

i iN N i
u t x a t b xν ν∗ ∗

→∞ →∞
=

= ⋅ =∑

( , , )u t x ν∗=
в силу условий теоремы следует, что

( ) ( )lim , , ( , , ) , , ( , , )N

N
f t x u t x f t x u t xν ν∗ ∗

→∞
=  (26)

в смысле метрики 2 ( ).L D

Тогда первый интеграл в (25) стремится к 
нулю при .N →∞  Сходимость последних 
двух разностей в (25) при N →∞  следует из 
(23) и (26). Следовательно, 

lim 0.NN
V

→∞
=                            (27)

Также имеем
( , , ) ( , , )N Nku t x u t xν ν∗ ∗− ≤

1
( , ) ( , ) ( )

N
N Nk N
i i i

i
a t a t b xν ν∗ ∗

=

≤ − ⋅ ≤∑

2
2 ( )

( , ) ( , ) .N

N N k

B T
M a t a tν ν∗ ∗≤ −

Отсюда с учетом (19) получаем
lim ( , , ) ( , , ) 0.N Nk

k
u t x u t xν ν∗ ∗

→∞
− =      (28)

Из (7) и (21) с учетом (27) и (28) следует, что

lim lim ( , , ) ( , , )Nk
NkN N

k k

V u t x u t xν ν∗ ∗

→∞ →∞
→∞ →∞

= − ≤

lim ( , , ) ( , , )N

N
u t x u t xν ν∗ ∗

→∞
≤ − +

lim ( , , ) ( , , ) 0.N Nk

k
u t x u t xν ν∗ ∗

→∞
+ − =     (29)

В силу условий теоремы, из (6) и (22) имеем
NkJ P J P∗ ∗   − ≤   

1
0

( ) ( , , ) ( , , )
T

NkL t u t x u t xν ν∗ ∗≤ − +∫

2 ( ) ( , ) ( , )NkL t P t x P t x dt∗ ∗ + − ≤

1 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .
T T

Nk NkL t V t dt L t q t dt≤ +∫ ∫       (30)

С учетом (23) и (29) переход к пределу в 
(30) при ,N k→∞ →∞  дает (24).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Аналитическое решение нелинейных за-
дач оптимального управления очень сложно. 
На практике широко используются различ-
ные приближенные методы построения про-
граммного и синтезирующего оптимального 
управления. В работе предлагается методика 
приближенного решения одной нелинейной 
задачи оптимального управления для псев-
допараболического уравнения третьего по-
рядка со смешанными условиями. При этом 
используются последовательность функций 
(21) и последовательность функционала (22).

Т. К. Юлдашев
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