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Аннотация. Разработаны принципы построения однослойной и двухслойной искусственных 
нейронных сетей с гистерезисной функцией активации нейронов на основе модели Прейсаха. 
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ВВЕДЕНИЕ

Искусственные нейронные сети (ИНС) 
строятся по принципам организации и функ-
ционирования их биологических аналогов, 
нейронов головного мозга. Интерес к исследо-
ванию ИНС связан с тем, что способ обработки 
информации человеческим мозгом в корне от-
личается от методов, применяемых обычными 
цифровыми компьютерами. Мозг представляет 
собой чрезвычайно сложный, нелинейный, 
параллельный компьютер (систему обработки 
информации). Он обладает способностью орга-
низовывать свои структурные компоненты 
(нейроны) так, чтобы они могли выполнять 
конкретные задачи (такие как распознавание 
образов, обработку сигналов органов чувств, 
моторные функции) во много раз быстрее, чем 
могут позволить самые быстродействующие 
современные компьютеры. Примером такой 
задачи обработки информации является зре-
ние [1–3].

Развитие и организация нейронов связаны 

с понятием пластичности мозга – способности 
настройки нервной системы в соответствии с 
окружающими условиями. Пластичность игра-
ет самую важную роль в работе нейронов в ка-
честве единиц обработки информации в чело-
веческом мозге. Аналогично, в ИНС работа 
проводится с искусственными нейронами. В об-
щем случае ИНС представляет собой машину, 
моделирующую способ обработки мозгом кон-
кретной задачи. Такая сеть обычно реализуется 
с помощью электронных компонентов или мо-
делируется программой, выполняемой на циф-
ровом компьютере.

ИНС способны решать широкий круг задач 
классификации образов, идентификации, про-
гнозирования, оптимизации, управления слож-
ными объектами, распознавания текстов, филь-
трации спама и др. Эффективность работы ИНС 
зависит от многих факторов, таких как архитек-
тура сети, методы ее реализации, алгоритмы 
обучения, а так же свойства, заимствованные 
от биологических нейронов головного мозга 
человека. Так, заимствованная пластичность 
позволяет построить самообучающуюся ИНС. 
Еще одним не менее важным свойством биоло-
гических нейронов является кратковременная 
память. С точки зрения построения ИНС, дан-
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ное свойство может быть заимствовано путем 
использования в нейронах гистерезисных фун-
кций активации (ГФА) [4–6], [15].

Так, в работе [4] рассматривается модель 
нейронов с бинарной ГФА для построения ИНС 
Хопфилда и находится теоретическое обосно-
вание совместных свойств классической ИНС 
Хопфилда и модифицированной ИНС с ГФА.

Авторы работы [4] предлагают использо-
вать в качестве функции активации нейронов 
сети бинарную ГФА. Однако в случае приме-
нения этой функции активации не всегда га-
рантируется снижение энергии системы. Было 
показыно, как предложенная модель позволя-
ет предотвратить колебательные процессы в 
динамике сети, вследствие чего обеспечивает-
ся сходимость процесса. С этой целью были 
произведены модификации ГФА (бинарной и 
многоуровневой).

В рассматриваемой работе, с помощью ком-
пьютерного моделирования, было доказано, 
что модифицированная ИНС с гистерезисом 
имеет ту же сходимость и те же совместные 
свойства, что и классическая нейронная сеть 
Хопфилда. Авторы демонстрируют работу их 
модели на примере решения комбинаторной 
задачи оптимизации (поиска максимального 
разреза). Было показано, что по сравнению с 
прочими методами построения нейронных 
сетей, модифицированная ИНС с ГФА имеет 
лучшие временные и качественные характе-
ристики при решении задачи поиска макси-
мального разреза.

Работа [5] посвящена исследованию дина-
мики ИНС с ГФА при распознавании образов 
(модель восприятия на основе взаимодействия 
в системе «сетчатка-мозг»), а также механизма 
воспоминания и обучения биологических ней-
ронных систем, которые могут быть описаны с 
помощью такой ИНС. Авторы работы исследо-
вали 3-нейронную ИНС с применением гладкой 
ГФА и провели наблюдение и анализ феномена 
бифуркации и хаоса в ее поведении.

В работе [6] рассматривается синхронная 
ИНС Хопфилда с ГФА входящих в нее нейро-
нов. Авторы сравнивают данную модель со 
стандартной нейронной сетью на примере вос-
становления изображения на фоне шума и по-
казывают ее преимущества. Одной из особен-
ностей данной модели является лучшая харак-
теристика сходимости при большом уровне 
шума и худшая – при малом. Также, в отличие 

от стандартной модели, предложенная модель 
имеет две области стабильности. В работе пока-
зана зависимость сходимости и шумового поро-
га как функция от расстояния между областями 
стабильности на фазовой плоскости. Авторы 
рассматривают гистерезисную функцию нейро-
на на основе нейрофизиологии и производят 
тестирование предложенной модели на приме-
ре оптической системы с применением ZnSe-
фильтра.

ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ ПРЕЙСАХА

Особенностью рассматриваемой в данной 
работе ИНС является наличие гистерезиса в 
функции активации нейронов сети. Для пост-
роения модели такой ИНС наиболее подходя-
щим является использование преобразователей 
гистерезисной природы. Следуя классическим 
схемам М.А. Красносельского и А.В. Покровс-
кого [8], гистерезисные операторы трактуются 
как преобразователи, определенные на про-
странстве непрерывных функций, динамика 
которых описывается соотношениями: вход-
состояние и состояние-выход. 

Обозначим через R xa b, , 0
ÈÎ ˘̊  двухпозицион-

ное реле с пороговыми числами a  и b . Про-
странством состояний неидеального реле явля-
ется пара чисел -{ }1 1, . Связь между входом 
u t c

t( ) Œ ÈÎ ˘̊0,
 и переменным выходом x t( ) Œ -{ }1 1,  

устанавливается оператором R xa b, , 0
ÈÎ ˘̊ :

 x t R x u t( ) = ÈÎ ˘̊ ◊ ( )a b, , ,0  (1)

здесь x
0
 – начальное состояние преобразователя. 

Взаимосвязь между входом и выходом иллюс-
трирует рис. 1.

Преобразователем Прейсаха называют кон-
тинуальный аналог преобразователя, состояще-
го из неидеальных реле, соединенных парал-
лельно [9–11], [16]. Рассмотрим частный класс 
таких преобразователей. Пусть на полуплоскос-
ти Pa b a b a b, , :∫ <{ }  определена положитель-

 

Рис. 1. Характеристика неидеального реле
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ная абсолютно непрерывная суммируемая 
функция l l a b= ( ), . Определим на полуплос-
кости Pa b,  меру m  равенством:

 d d dm l a b a b= ( ), .  (3)

Отметим, что измеримыми по мере m  будут 
все измеримые по Лебегу множества, в том чис-
ле и имеющие бесконечную меру.

Обозначим через y  класс ограниченных 
функций, заданных на неотрицательной полу-
оси и удовлетворяющих условию Липшица с 
коэффициентом, равным единице. Рассмотрим 
множество Wy  скалярных функций w a b( , ) , 
заданных на полуплоскости Pa b a b a b, , :∫ <{ }  
и таких, что:

 w a b
a b y b a
a b y b a

,
, ,

, ,( ) =
- + > -( )

+ £ -( )
Ï
Ì
Ô

ÓÔ

1

1
 (4)

где y n y( ) Œ . Множество Wy  – пространство 
возможных состояний преобразователя Прей-
саха. На рис. 2 показан один из элементов мно-
жества Wy .

Соотношение вход – переменное состояние 
преобразователя Прейсаха ( , )G x  и состояние-
выход устанавливается соотношениями.

 
w a b w

w a b a b
( , , ) [ ] ( )

[ ( , ), , )] ( ),
t u t

u t
= =

=
G 0

0R
 

 
x w a b m

m a b w a b a b

a b
a b

a b

( ) ( , , )

({ , } : [ ( , ), , ] ( ) ).

,

,

t t d

u t

= =

= =
<
Ú
R 0 1

 

В дальнейшем будем использовать преобра-
зователь Прейсаха аппроксимируемый конеч-
ным числом операторов R xa b, , 0

ÈÎ ˘̊  в качестве 
функции активации исследуемой ИНС. Блок-
схема такого преобразователя приведена на 
рис. 3.

Таким образом, функция активации каждо-
го нейрона сети содержит n неидеальных реле 
R xa b, , 0

ÈÎ ˘̊ , имеющих характеристику, показан-
ную на рис. 1. Дополнительные коэффициенты 
a

n’
, b

n’
 и k задают наклон характеристик неиде-

альных реле и, как следствие, форму характе-
ристики преобразователя Прейсаха в целом.

Будем считать, что коэффициенты an ¢ = { }1
, bn ¢ = { }1 , k = 0,1 а шаг изменения пороговых 
значений a  и b , ha b, , .= 0 1  В этом случае ха-
рактеристика преобразователя будет иметь вид, 
показанный на рис. 4. Наклон характеристики 
при значениях превосходящих по модулю еди-
ницу обеспечит лучшую сходимость при ис-
пользовании градиентного метода поиска опти-
мального решения в процессе обучения ИНС.

Из графиков, приведенных на рис. 2 и рис. 4 
следует, что количество неидеальных реле, удов-
летворяющих выбранным условиям можно 
рассчитать следующим образом:

 ¢ =
- +( ) ◊ - +( )

n
d c h d c h

h
a b a b, ,

.
2

2 2
 (5)

Рис. 2. Элемент множества Wy

Рис. 3. Блок-схема преобразователя Прейсаха

Рис. 4. Характеристика преобразователя 
Прейсаха

Искусственные нейронные сети с гистерезисной функцией активации на основе преобразователя Прейcаха
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Таким образом, в рассматриваемом случае 
n’ = 231.

ОДНОСЛОЙНАЯ ИНС 
С ГИСТЕРЕЗИСОМ

Рассмотрим однослойную ИНС с гистере-
зисной функцией активации на основе преоб-
разователя Прейсаха. Архитектура ИНС при-
ведена на рис. 5.

Здесь Ym – вектор входных значений ;Wmn – 
матрица весовых коэффициентов; Un – век-
тор воздействий; X n – целевой вектор; 
G f U X Rn= ¢( , , )  – функция активации.

В рассматриваемой нейронной сети будем 
считать, что m = 2688, n = 10, n’ = 231, входной 
вектор Y имеет область значений {-1,1}, а век-
тор воздействий Un определяется следующим 
образом:

 U Y Wn m mn= ◊ , (6)

 u y wk i ik
i

m

= ◊
=
Â

1

k n=( )1 2, ,...,  (7)

В качестве функции активации G использу-
ем описанную выше ГФА.

Алгоритм обучения:
Так как рассматриваемая ИНС является 

однослойной, для её обучения воспользуемся 
дельта-правилом, являющимся следствием пер-
вого и второго правил Хебба.

Данный метод является разновидностью 
методов обучения с учителем, то есть должен 
существовать набор векторов (Yk,Tk), k p= 1, , 
называемый обучающей выборкой. Здесь 
Yk = (y

1
k,y

2
k,…,y

m
k), k p= 1,  – примеры входных 

образов, для которых заранее известна их при-
надлежность к одному из 10-ти классов (числа 
от 0 до 9) и соответствующий им набор целевых 
векторов Tk = (tk

1
,tk

2
,…,tk

n
), k p= 1, .

Суть метода заключается в итерационной 
подстройке весовых коэффициентов W, после-

довательно уменьшающей выходную ошибку. 
Алгоритм обучения включает несколько шагов:

ДВУХСЛОЙНАЯ ИНС 
С ГИСТЕРЕЗИСОМ

Рассмотрим двухслойную ИНС с гистере-
зисной функцией активации. Архитектура сети 
приведена на рис. 6.

Принцип построения ИНС оставим тот же 
что и в предыдущем пункте. Добавим еще один 
слой нейронов с ГФА, при этом слой 1 будем 
называть скрытым, а слой 2 – выходным слоем. 

Обучение ИНС будем проводить с помощью 
процедуры обратного распространения ошибки. 
Таким образом, рассматриваемая ИНС можно 
классифицировать как сеть обратного распро-
странения.

Как видно из рис. 6: Ym – вектор входных 
значений; Wmn – матрица весовых коэффици-
ентов скрытого слоя; Un – вектор воздействий 
скрытого слоя; Qn – выходной вектор скрытого 
слоя; Vnp – матрица весовых коэффициентов 
выходного слоя; Ep – вектор воздействий выход-
ного слоя; Xp – целевой вектор.

Количество нейронов n в скрытом слое долж-
но быть 30–50 % от числа m. Это число опреде-
ляется экспериментальным путем. При слиш-
ком большом n может наблюдаться эффект пе-
реобучения сети, что отрицательно повлияет на 
способность сети к обобщению. При слишком 
малом n ИНС может потерять способность к 
обучению. 

Как было показано выше, для решения 
задачи классификации чисел 0–9, будем счи-
тать, что m = 2688. Выберем n = 500, n’ = 231, 
p = 10. Входной вектор Y имеет область значе-
ний {-1,1}.

Для индексов примем следующие обозначе-
ния: входы нумеруются индексом i m= 1, , эле-

менты скрытого слоя индексом j n= 1, , а выхо-

 

Рис. 5. Однослойная ИНС Рис. 6. Архитектура двухслойной ИНС с ГФА
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ды соответственно индексом k p= 1, . Индексом 
l будем обозначать номер итерации работы 
ИНС.

Прямой проход через сеть осуществляется 
следующим образом:

 U Y Wn m mn= ◊ ,  (8)

 Q G Un n= ( ),  (9)

 E Q Vp n np= ◊ ,  (10)

 X G Ep p= ( ).  (11)

Функция активации G имеет ту же реализа-
цию, что и в предыдущем пункте.

Алгоритм обучения:
Рассматриваемая ИНС является сетью об-

ратного распространения. Для обучения такой 
нейронной сети удобно использовать алгоритм 
минимизации целевой функции ошибки, кото-
рая находится по формуле:

 E W V x dk k
k

p

, ,( ) = ◊ -( )
=

Â1
2

2

1

 (12)

где x
k
 – полученное реальное значение k-го 

выхода нейросети при подаче на нее одного из 
входных образов обучающей выборки (Yt,Dt), 
t T= 1, ;

d
k
 – требуемое (целевое) значение k-го вы-

хода для этого образа.
Обучение нейросети проводилось методом 

градиентного спуска, то есть на каждой итера-
ции веса перенастраиваются по формулам:

 w w
E
wij

N
ij

N

ij

+ = - ◊ ∂
∂

1 s ,  (13)

 v v
E
vjk

N
jk

N

jk

+ = - ◊ ∂
∂

1 s ,  (14)

где s  – коэффициент, определяемый в процес-
се обучения.

Для метода градиентного спуска необходи-
мо, чтобы функция активации была дифферен-
цируемой на всей области допустимых значе-
ний. В нашем случае это не так, однако, зная в 
каждый момент времени величины x

k
(l+1) и x

k
(l), 

q
j
(l+1) и q

j
(l) легко вычислить производную акти-

вационной функции нейронов скрытого слоя 
∂
∂
q
u

 и выходного слоя 
∂
∂
x
e

 численным методом.

Функция ошибки в явном виде не содержит 
зависимости от весовых коэффициентов w

ij
 и v

jk
, 

поэтому для вычисления соответствующих про-
изводных воспользуемся формулами:

 
∂
∂

= ∂
∂

◊
∂
∂

◊
∂
∂

E
v

E
x

x
e

e
vjk k

k

k

k

jk

.  (15)

Исходя из архитектуры сети известно, что

 e v qk jk j
j

n

= ◊
=

Â
1

,  (16)

следовательно

 
∂
∂

=
e
v

qk

jk
j .  (17)

Значение производной функции активации 
∂
∂
x
e

k

k

 вычисляется в процессе работы сети чис-

ленным методом, а производная функции ошиб-
ки находится следующим образом:

 
∂
∂

= -E
x

x d
k

k k .  (18)

Таким образом, получим выражение соот-
ношение:

 
∂
∂

= -( ) ◊ ◊
-

-

+( ) ( )

+( ) ( )
E
v

x d q
x x

e ejk
k k j

k
l

k
l

k
l

k
l

1

1
.  (19)

Производную 
∂
∂

E
wij

 находим аналогично:

 
∂
∂

= ∂
∂

◊
∂

∂
◊

∂

∂
E
w

E
q

q

u

u

wij j

j

j

j

ij

.  (20)

Здесь 

 
∂

∂
=

u

w
yj

ij
i .  (21)

Так как функция ошибки не зависит в явном 
виде от выходов скрытого слоя q

j,
 производная 

∂
∂
E
qj

 определяется соотношением

 
∂
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= ∂
∂

◊
∂
∂

◊
∂
∂=

ÂE
q

E
x

x
e

e
qj k

k

k

k
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p

1

.  (22)

Используя выражения, полученные ранее, 
имеем:

 

∂
∂

= -( ) ¥

¥ ◊
-

-
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+( ) ( )
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 (23)

Введем обозначение

 dk k k
k

l
k

l

k
l

k
l

x d
x x

e e
= -( ) ◊

-

-

+( ) ( )

+( ) ( )

1

1
.  (24)
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Тогда имеет место соотношение:

 
∂
∂

= ◊E
v

q
jk

k jd ,  (25)

 
∂
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= ◊
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-
◊ ◊( )

+( ) ( )

+( ) ( )
=

ÂE
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y
q q

u u
v

ij
i

j
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j
l

j
l

j
l k jk

k

p1

1
1

d .  (26)

Опишем теперь пошагово полный алгоритм 
обучения данной ИНС:

Шаг 1. Инициализация сети.
Инициализируем матрицы весовых коэф-

фициентов случайными значениями. Задаем 
параметр точности обучения e , параметр ско-
рости обучения s , создаем набор векторов 
обучающей выборки (Yt,Dt).

Шаг 2. Прямой проход через сеть.
На вход сети подаем один из образов обуча-

ющей выборки, и определяем значения выходов 
всех нейронов ИНС.

Шаг 3. Настройка синоптических весов.
Корректируем весовые коэффициенты вы-

ходного слоя в соответствие с формулами:

 v v
E
vjk

N
jk

N

jk

+ = - ◊ ∂
∂

1 s ,  

где 
∂
∂

= ◊E
v

q
jk

k jd , dk k k
k

l
k

l

k
l

k
l

x d
x x

e e
= -( ) ◊

-

-

+( ) ( )

+( ) ( )

1

1
.

Корректируем весовые коэффициенты 
скрытого слоя в соответствие с формулами:

 w w
E
wij

N
ij

N

ij

+ = - ◊ ∂
∂

1 s ,  

где 
∂
∂

= ◊
-

-
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=

ÂE
w

y
q q

u u
v
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j
l

j
l

j
l

j
l k jk
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1
1

d .

Шаг 4. Шаги 2–3 повторяются для всех обу-
чающих векторов. Обучение завершается по 
достижении для каждого из обучающих образов 
значения функции ошибки, удовлетворяющего 
условию E W V( , ) .< e

ПРАКТИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ

Рассмотрим работу ИНС с ГФА на примере 
решения задачи классификации чисел 0 – 9. 
В данном случае имеем 10 классов образов, 
поэтому в качестве целевого выходного вектора 
будем использовать вектор, состоящий из 
10 элементов. Входными данными являются 
образы размером 48х56 пикселей. Таким обра-
зом, входной вектор будет состоять из 2688 эле-
ментов (по одному на каждый пиксель), при 

этом значение +1 соответствует черному пиксе-
лю, а -1 – белому.

ОДНОСЛОЙНАЯ ИНС 
С ГИСТЕРЕЗИСОМ

Перед обучением созданной ИНС, зададим 
начальные параметры:

Наборы входных образов Yk должны иметь 
значения {-1,1}, при этом -1 соответствует чер-
ному пикселю, а 1 – белому. Каждый k-й образ 
содержит 2688 элементов. Количество образов 
обучающей выборки k = 10 (числа от 0 до 9).

Набор целевых векторов Tk, соответствую-
щих входным образам Yk, должны иметь значе-
ния {-1,2;1,2}, где -1,2 соответствует выводу 
«нет», а 1,2 – «да». Зададим скорость обучения 
s  = 0,1, значение допустимой ошибки e  = 0,01, 
начальные условия (u

k
0,x

k
0) значениями 

(-2;-1,2). Проинициализируем матрицу весовых 
коэффициентов W случайными значениями из 
диапазона [-0,05;0,05]. При заданных парамет-
рах, процесс обучения созданной ИНС прошел 
за 240 общего количества итераций и 19 эпох.

Для дальнейшей работы данной ИНС зада-
дим пороги принятия решений {-1,1;1,1}. Это 
значит, что по индексу элемента выходного 
вектора x

i
 > 1,1 можно определить нейрон, на-

ходящийся в активном состоянии («да»), 
x

i
 < -1,1 – в пассивном состоянии («нет»).

Рассмотренная ИНС с ГФА обладает боль-
шей помехоустойчивостью по сравнению с по-
добной ИНС построенной по стандартной схеме 
и может применяться в системах классифика-
ции образов с большим уровнем шумов и крат-
ковременными помехами (например, при обра-
ботке видеопотока).

Также, как показало моделирование, данная 
ИНС обладает большей скоростью сходимости 
в процессе обучения по сравнению с подобной 
ИНС, ГФА которой построена на основе входо-
выходных соответствий, формализуемых диф-
ференциальным уравнением.

ДВУХСЛОЙНАЯ ИНС 
С ГИСТЕРЕЗИСОМ

Перед обучением созданной ИНС, зададим 
начальные параметры:

Наборы входных образов Yk должны иметь 
значения {-1,1}, где -1 соответствует черному 
пикселю, 1 – белому. Каждый k-й образ содер-
жит 2688 элементов. Количество образов обуча-
ющей выборки k = 10.
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Набор целевых векторов Dt, соответствую-
щих входным образам Yt, должны иметь значе-
ния {-1,2;1,2}, где -1,2 соответствует выводу 
«нет», 1,2 – «да». Инициализируем матрицы W 
и V случайными значениями из диапазона 
(-0,1;0,1). Зададим параметры e  = 0,1, s  = 0,01. 
Зададим начальные условия (u

k
0,x

k
0) значения-

ми (-2;-1,2). При заданных параметрах, процесс 
обучения созданной ИНС прошел за 156 общего 
количества итераций и 12 эпох. Для дальнейшей 
работы данной ИНС зададим пороги принятия 
решений {-1,1;1,1}. Это значит, что по индексу 
элемента выходного вектора x

i
 > 1,1 можно оп-

ределить нейрон, находящийся в активном со-
стоянии, x

i
 < -1,1 – в пассивном.

Как видно из результатов моделирования, 
двухслойная сеть обучилась за меньшее число 
итераций, чем сеть с одним слоем. Это можно 
объяснить тем, что для обучения двухслойной 
сети был использован более быстрый метод 
обучения (метод градиентного спуска). Двух-
слойная нейронная сеть с гистерезисом облада-
ет повышенной стойкостью к шумам и кратков-
ременным помехам при решении задачи клас-
сификации образов.

Моделирование двухслойной ИНС с гистере-
зисом показало, что при обучении сети с помо-
щью одинаково повторяющейся последователь-
ности образов, сеть способна запоминать эту 
последовательность и в процессе работы реаги-
ровать на нее активнее (с большим весом), чем 
на те же образы, поданные на вход в случайном 
порядке. Таким образом, данная ИНС, в отличие 
от однослойной сети, обладает не только способ-
ностью к распознаванию (классификации) об-
разов, но и способностью к выделению из набора 
подаваемых на нее образов, искомой последова-
тельности. Другими словами, двухслойная сеть 
обладает свойством ассоциативной памяти.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Были предложены принципы построения 
однослойной и двухслойной искусственных 
нейронных сетей с гистерезисной функцией 
активации нейронов на основе модели Прейса-
ха, а также алгоритмы их обучения. Проведен 
анализ и сравнение работы рассматриваемых 
искусственных нейронных сетей на примере 
задачи классификации образов (чисел от 0 до 9). 

Как показало моделирование, нейросети с гис-
терезисом обладают рядом преимуществ по 
сравнению с классическими искусственными 
нейтронными сетями.
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