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Аннотация. Для приложений к моделированию источников ошибок в цифровых каналах пе-
редачи данных представляют интерес такие скрытые марковские модели, в которых явно за-
дается длительность состояний (скрытые полумарковские модели), в частности, модели фер-
гюсоновского типа. В настоящей работе решается задача представления в полиномиальном 
виде скрытой полумарковской модели фергюсоновского типа.
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Annotation. Hidden semi-Markov models (i.e. hidden Markov models with explicit duration, par-
ticularly, ones of the Ferguson’s type) are of considerable interest for error sources modeling in 
digital data transmission channels. Here we demonstrate how to construct the polynomial repre-
sentation for hidden semi-Markov model of Ferguson’s type.
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1. Введение. В настоящее время теория скры-
тых марковских и скрытых полумарковских 
моделей [1], [2] получила широкое применение 
в различных прикладных областях, таких как 
распознавание и синтез речи [1], распознавание 
изображений [3], анализ генетических последо-
вательностей [4], выявление аномалий в сети [5], 
машинный перевод [6]. В рамках этого подхода 
представляют интерес две задачи моделирования 
– прямая и обратная [1], [2], [7], [8], [9]. Эф-
фективное решение прямой задачи зачастую 
связывают с построением генераторов марковс-
кого типа посредством программируемых логи-
ческих интегральных схем, которое может быть 
основано на представлении вероятностных ав-
томатов полиномиальными функциями над по-
лями Галуа [10], [11]. В частности, в [11] стро-
ится полиномиальная модель автомата, факти-
чески представляющего собой классическую 
скрытую марковскую модель из [1]. 

Для обнаружения и исправления ошибок, 
возникающих при передаче информации по 
цифровым каналам, применяются методы по-
мехоустойчивого кодирования. В [12] предло-
жена информационная система оценки приме-
нимости схем алгебраического помехоустойчи-

вого кодирования, позволяющая путем прове-
дения имитационных экспериментов подбирать 
для конкретного канала наиболее эффективный 
кодек. Важную роль в таких экспериментах 
играет база моделей источников ошибок, опи-
санная в [13]. В [8], [9] представлена общая 
модель источника ошибок на основе теории 
специальных скрытых полумарковских моде-
лей, то есть таких скрытых марковских моделей, 
в которых явно задается длительность состоя-
ний. В [10], [11] отмечается, что представление 
моделей марковского типа в полиномиальном 
виде над полями Галуа позволяет оптимизиро-
вать процесс генерации выходной последова-
тельности. Таким образом, для решения задачи 
подбора эффективных кодеков, требующей 
многократной генерации последовательностей 
ошибок (см. [12], [13]), актуальна реализация 
моделей источников ошибок в полиномиальном 
виде. В настоящей работе решается теоретичес-
кая задача представления абстрактной скрытой 
полумарковской модели типа Фергюсона в по-
линомиальном виде, как этап в построении 
полиномиального представления общей модели 
источника ошибок из [8], [9]. 

2. Вспомогательные результаты о полино-
миальном представлении одного класса стохас-
тических матриц. В работах [10], [11] были 
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построены полиномиальные модели для неко-
торых типов вероятностных автоматов, в част-
ности, автоматов, реализующих простую одно-
родную цепь Маркова и скрытую марковскую 
модель. В основе построения полиномиальных 
моделей лежит сопоставление переходной и, в 
случае скрытой марковской модели, выходной 
матрице полинома от двух переменных. В этом 
разделе опишем принцип, позволяющий по 
абстрактной прямоугольной стохастической по 
строкам матрице построить полином двух пере-
менных над полем Галуа F n2

.
Пусть X , Y  – конечные множества элемен-

тарных событий. Рассмотрим прямоугольную 
стохастическую по строкам матрицу P  размера 
( X Y¥ ), составленную из условных вероят-
ностей 
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Каждая стохастическая по строкам матрица 
размера n m¥  может быть представлена как 
выпуклая линейная комбинация не более чем 
n m -( ) +1 1  простых матриц (см. [11] и [14], с. 
26). (Стохастические матрицы, в которых все 
элементы нули и единицы, называются просты-
ми [14], с. 26.). Поэтому:
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По (1) построим случайную величину uP , 
принимающую значения на множестве U P , где 
U lP

P= , и распределенную по следующему 
закону:
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Обозначим

 FP PP u( ) = . (3)

Теперь, используя случайную величину uP  
и представление (1), определим по простой 
матрице (2) отображение lP PU X Y:    ¥ Æ , для 
которого lP P

i ju x y,( ) =  при mij
P Pu( ) = 1 .

Опишем принцип построения по отображе-
нию lP  многочлена двух переменных над полем 
Галуа [10]. Зададим минимальное натуральное 
n , для которого

 2n
Pl X Y≥ { }max , , , 

и установим взаимно-однозначные соответс-
твия между элементами каждого из множеств 
U X YP , ,  и элементами поля Галуа F n2

. Обозна-
чим отображение, определенное на F Fn n2 2

¥  и 
соответствующее lP , через

 ˆ :lP F F Fn n n2 2 2
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Соответствие понимается в том смысле, что 
на ˆ ˆ,x y F nŒ

2
, кодирующих x X y YŒ Œ,  , функ-

ция ˆ ˆ ˆ,lP x y( )  принимает значение, кодирующее 
lP x y,( ) . Известно, что для произвольного отоб-
ражения j : F F Fn n n2 2 2

¥ Æ  существует единс-
твенный полином вида
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,  Œ ; матрица 
коэффициентов многочлена (4) определяется 
из следующего соотношения:

 H C Z C
T

= ( )- -1 1 ,  

где Z zij i j

r
= { }

=

-

,
 

0

1
 – матрица значений отображе-

ния j  на элементах поля F n2
 и 

 C

r r i r

-

- -

=1

1 1

1 0 0 0 0

0 1

... ...

... ...
... ... ... ... ... ..

( ) mod( )x x x
.. ...

... ...

... ...

... ...

mod( )0 1

0 1
1 1 1 1 1

2 2 2

1

x x x
x x x

i r r

i r

-

-

Ê

Ë

Á
Á
ÁÁ
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜

,  

где r n= -2 1 , 1 1£ £ -i r , x  – примитивный 
элемент F n2

 (см. [10]). Таким образом, зная 
значения отображения l̂P  в точках F Fn n2 2
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значений переменной xP  подается элемент 
поля, соответствующий реализации случайной 
величины uP , а в качестве qP  – элемент поля, 
соответствующий xi . 

3. Структурная схема и полиномиальное 
представление скрытой полумарковской моде-
ли типа Фергюсона. Скрытой полумарковской 
моделью фергюсоновского типа будем называть 
систему:

 D , , , , , ,= { }S A V B D Fp , (5)

где S S S SN= { }1 2,  , ...,   – алфавит состояний мо-
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нии Si , D  – алфавит возможных длительностей 

мощности L , а F fij i j
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1
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N L¥ , элемент fij которой представляет собой 
вероятность наблюдать длительность dj  при 
условии, что D  находится в состоянии Si .

Модель (5) представляет собой общую скры-
тую полумарковскую модель из работы [2] с на-
ложенными на нее следующими дополнительны-
ми ограничениями: текущее состояние зависит 
только от предшествующего; текущая длитель-
ность определяется только текущим состоянием; 
наблюдения символов выходного алфавита внут-
ри длительности полагаются условно независи-
мыми с распределением вероятностей, завися-
щим только от текущего состояния, но не от его 
длительности. Отметим также, что если алфавит 
возможных длительностей содержит только один 
элемент и, следовательно, матрица F  представ-
ляет собой вектор длины N , все элементы кото-
рого равны 1 , то скрытая полумарковская модель 
типа Фергюсона сводится к скрытой марковской 
модели. Приведем следующий пример скрытой 
полумарковской модели типа Фергюсона.

Пример 1. Рассмотрим симметричный ста-
ционарный идеально синхронизированный 
цифровой канал передачи данных C , по кото-
рому передается информация в виде последо-
вательностей символов q-ичного алфавита, 
отождествляемого с полем Галуа Fq . Канал C  
может находиться в одном из N  различных 
физических состояний в течение некоторого 
промежутка времени, после чего переходит в 
следующее состояние. Предполагается, что для 

произвольного состояния распределение дли-
тельностей пребывания в нем фиксировано. В 
каждом из состояний могут возникать незави-
симые аддитивные ошибки с собственным фик-
сированным распределением. Покажем, что 
источник ошибок в рассмотренном канале пе-
редачи данных C  может быть описан скрытой 
полумарковской моделью фергюсоновского 
типа. Действительно, набору физических состо-
яний канала поставим в соответствие алфавит 
S S S SN= º{ }1 2,  ,  ,  , вероятности переходов меж-

ду состояниями зададим матрицей A aij i j
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по всем состояниям, а элемент fij  матрицы 
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– вероятность наблюдения длитель-

ности dj  при условии, что канал передачи дан-
ных C  находится в состоянии Si . В качестве 
выходного алфавита V  модели источника оши-
бок в канале C  выступает алфавит канала, а 
вероятности наблюдения различных значений 
ошибки в различных состояниях канала зада-

ются в виде матрицы B bij i j
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, 

1
. 

Для скрытой полумарковской модели фер-
гюсоновского типа построим полиномиальное 
представление. Для этого по каждой из матриц 
A B,  и F  определим полином так, как это было 
сделано в предыдущем разделе для абстрактной 
прямоугольной матрицы. Итак, поскольку мат-
рицы A B,  и F  являются стохастическими по 
строкам, согласно [11], [14], они могут быть 
представлены в виде выпуклых линейных ком-
бинаций простых матриц:
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– простые матрицы размеров N N¥ , N M¥ , 
N L¥  соответственно, причем 
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Используя (6), построим отображение FA  
типа (3), ставящее в соответствие матрице A 
такую случайную величину uA , которая при-
нимает значения на некотором множестве U A  с 
U lA

A= , и распределенную по следующему 
закону:
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такое что lA A
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Применяя рассуждения, аналогичные вы-
шеприведенным, по разложениям (7) и (8) 
определим соответственно отображения FB  и 
FF , случайные величины uB  со значениями из 
множества U B  ( U lB

B= ) и uF  со значениями 
из множества U F  ( U lF

F= ), распределенные 
по следующим законам:
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Далее по (7) построим отображение 
lB BU S V:    ¥ Æ , такое что lB B

i ju S v,( ) = , при 
mij

B Bu( ) = 1 . В свою очередь по (8) определим 
отображение lF FU S D: ¥ Æ  такое,  что 

lF F
i ju S d,( ) = , при mij

F Fu( ) = 1 .
Установим соответствие между элементами 

множеств U A , U B , U F , S , V , D  и элементами 
поля Галуа: выберем минимальное натуральное 
n , для которого 

 2n
A B Fl l l N M L≥ { }max , , , , ,  

и закодируем элементы множеств U A ,U B ,U F , 
S , D , V  элементами поля F n2

. Согласно пре-
дыдущему разделу для каждого из отображений 
ˆ ˆ,l lA B  и l̂F , действующих из F Fn n2 2

¥  в F n2
 и 

кодирующих l lA B,  и lF , можно построить 
единственный полином вида (4). Обозначим эти 

полиномы f x qA A A,( ) , f x qB B B,( )  и f x qF F F,( )  
соответственно.

Полиномиальной моделью скрытой полу-
марковской модели типа Фергюсона назовем 
систему

 
ПМ ( , , ,  , ,( ( )),

, , , )( ( ))

A B F
B B A A A

F F A A A

u u u f x f x q
f x f x q p

=
 

в которой u uA B,   и uF  – случайные величины, 
определяемые по разложениям матриц A , B  и 
F  на линейные комбинации простых матриц 
аналогично (1), значения которых закодирова-
ны элементами поля F n2

. 
Структурная схема автомата, реализующего 

полиномиальное представление скрытой полу-
марковской модели фергюсоновского типа D , 
представлена на рисунке 1.

В схеме можно выделить шесть основных 
блоков, а именно укрупненные блоки «A», «B», 
«F», соответствующие матрицам A B F,  ,   модели 
D  (см. (5)); управляющий «Блок Y» и вспомо-
гательные блоки: «Блок задержки 1», «Блок 
задержки 2». Укрупненный «Блок A», состоя-
щий из генератора случайной величины uA  
«ГСВ  Au » и блока f x qA A A,( ) , отвечает за генера-
цию текущего состояния модели. Укрупненный 
«Блок F» состоит из генератора случайной ве-
личины uF  «ГСВ  Fu » и блока f x qF F F,( ) , произ-
водит генерацию длительности в выбранном 
состоянии и тем самым определяет количество 
запусков укрупненного «Блока B». Укрупнен-
ный «Блок B» состоит из генератора случайной 
величины uB  « ГСВ  Bu » и блока f x qB B B,( )  и 
возвращает на выходе символ. 

Опишем работу автомата. Блок « ГСВ  Au » 
генерирует значение случайной величины uA  в 
соответствии с распределением. Сгенерирован-
ное значение подается на вход блока f x qA A A,( )  
в качестве xA , а в качестве qA  подается элемент 
поля F n2

, соответствующий текущему состоя-
нию, в первый момент времени определяемому 
по вектору p . Значение полинома f x qA A A,( ) , 
представляющее собой новое состояние автома-
та, подается на вход блока f x qF F F,( )  в качестве 
переменной qF , а также «Блока задержки 1» и 
«Блока задержки 2». Одновременно с этим блок 
«ГСВ Fu » генерирует значение случайной вели-
чины uF  в соответствии со своим распределе-
нием. Это значение поступает на вход полинома 
f x qF F F,( )  в качестве xF , а на выходе получает-
ся длительность d , которая подается на вход 
управляющего блока «Y» и определяет текущее 
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число запусков укрупненного «Блока B». «Блок 
задержки 2» выполняет задержку выходного 
сигнала блока f x qA A A,( )  так, чтобы он поступил 
на вход блока «Y» после того, как отработает 
блок f x qF F F,( ) . «Блок Y» передает выход блока 
f x qA A A,( )  в качестве переменной qB  подблока 
f x qB B B,( )  укрупненного блока «B», а в качестве 
xB  подается реализация случайной величины 
uB , сгенерированная собственным генератором 
в соответствии с распределением. На выходе «B» 
выдает символ �vi . Отметим, что укрупненный 
«Блок B» запускается не один, а d  раз, и его 
запуски управляются блоком «Y». Таким обра-
зом, текущее состояние порождает последова-
тельность выходных символов длины d . «Блок 
задержки 1» выполняет задержку выходного 
сигнала блока f x qA A A,( )  так, чтобы он поступил 
на вход f x qA A A,( )  после того, как d  раз отрабо-
тает укрупненный «Блок B».

Пример 2. Проиллюстрируем предложен-
ный подход к построению полиномиального 
представления скрытой полумарковской моде-
ли типа Фергюсона. Для простоты алфавит со-
стояний, алфавит длительностей и выходной 

алфавит принимаются бинарными. Рассмотрим 
скрытую полумарковскую модель фергюсонов-
ского типа D  вида (5), где

 S S S,={ }1 2 , V F= = { }2 0 1, , D = { }1 2, ,  

 

A B

F

=
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ =

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

=

0 9 0 1
0 2 0 8

0 1 0 9
0 3 0 7

0 4 0 6
0 5 0 5

. .

. .
, 

. .

. .
, 

. .

. .

ÊÊ

Ë
Á

ˆ

¯
˜ =

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜,   

.

.
.p

0 3
0 7

 

Представим стохастические матрицы A B,   и 
F  в виде выпуклых линейных комбинаций 
простых матриц (см. (1), (6), (7), (8)) по алго-
ритму из [14] с. 26:

 A = ◊
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ + ◊

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ + ◊

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜0 8

1 0
0 1

0 1
0 1
1 0

0 1
1 0
1 0

.   . . , 

 B = ◊
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ + ◊

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ + ◊

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜0 7

0 1
0 1

0 2
0 1
1 0

0 1
1 0
1 0

.   . . , 

 F = ◊
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ + ◊

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ + ◊

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜0 5

0 1
1 0

0 4
1 0
0 1

0 1
0 1
0 1

.   . . . 

Рис. 1. Структурная схема автомата, реализующего полиномиальное представление 
скрытой полумарковской модели типа Фергюсона
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В нашем случае l l lA B F= = = 3 . По разло-
жениям матриц A B F, ,  запишем соответству-
ющие распределения для дискретных случай-
ных величин uA , uB , uF :

uA
1 uA

2 uA
3

0 8. 0 1. 0 1.

uB
1 uB

2 uB
3

0 7. 0 2. 0 1.

uF
1

uF
2 uF

3

0 5. 0 4. 0 1.

и определим отображения lA , lB  и lF  в 
табличном виде:

lA  S1  S2

 uA
1  S1  S2

 uA
2  S2  S1

 uA
3  S1  S1

 lB  S1  S2

 uB
1

 1  1

 uB
2

 1  0

 uB
3

 0  0

 lF  S1  S2

 uF
1

 2  1

 uF
2

 1  2

 uF
3

 2  2

Теперь необходимо закодировать элементы 
множеств U A , U B , U F , S , V , D  элементами 
поля Галуа. Минимальное натуральное n , для 
которого выполняется

 2n
A B Fl l l N M L≥ { }max , , , , , , 

равно 2. Зафиксируем неприводимый много-
член m x x x( ) = + +2 1  над полем Галуа F

22 . 
Тогда F

2

2
2 0 1= { }, , ,x x , где x  – примитивный 

элемент. Закодируем элементы множеств U A , 
U B , U F , S , V , D  элементами поля F

22 :

 S S S= Æ { }{ , } ,  , 1 2 0 1

 F2 0 1 0 1= { } Æ { }, ,  ,

 , , ,D = { } Æ { }1 2 0 1

 U u u uA A A A= { } Æ { }1 2 3 0 1,  , , ,  , x

 U u u uB B B B= { } Æ { }1 2 3 0 1,  ,  , ,  , x

 U u u uF F F F= { } Æ { }1 2 3 0 1,  ,  , ,  .x

По lA , lB  и lF 7апишем отображения 
ˆ ˆ,l lA B  и l̂F , используя кодировку полем Галуа 
F

22  и доопределяя их нулями на недостающих 
элементах. 

l̂A 0 1 x x2

0 0 1 0 0

1 1 0 0 0

x 0 0 0 0

x2 0 0 0 0

l̂B 0 1 x x2

0 1 1 0 0

1 1 0 0 0

x 0 0 0 0

x2 0 0 0 0

lF 0 1 x x2

0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

x 1 1 0 0

x2 0 0 0 0

Для каждого из отображений ˆ ˆ, ,l lA B  l̂F , 
действующих из F F

2 22 2¥  в F
22 , построим поли-

ном вида (4). Так, полином f x qA A A,( ) , соответс-
твующий l̂A , имеет вид: 

 f x q h x qA A A
i j

ij
A

A
j

A
i,

,

( ) =
=

Â
0

3

, 
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где матрица коэффициентов H hA
ij
A

i j
= { }

=, 0

3
 оп-

ределяется формулой

 H C Z CA A T
= ( )- -1 1 ,  

матрица C -1  в нашем случае имеет вид

 C - =

Ê

Ë

Á
Á
Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜̃

1
2

2

1 0 0 0

0 1

1 1
1 1 1 1

x x
x x

, 

а матрица Z A , определяемая значениями l̂A  на 
элементах F

22 , равна

 Z A =

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

. 

Тогда

 H A =

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

. 

Таким образом:

 
f x q q q q x xq

x x q x x q x q
A A A,

.
( ) = + + + +
+ + + + +

+2 3 3

2 2 3 3 3 3 2
 

Аналогично по отображениям l̂B  и l̂F  пос-
троим многочлены f x qB B B,( )  и f x qF F F, :( )
 

f x q q q x xq
x x q x q x q x q

B B B,

,
( ) = + + + + +

+ + + + +
1 2 3

2 2 3 3 3 2 3 3
 

 

f x q q x xq

xq xq x
x q

F F F,( ) = + + + +( ) +

+ +( ) + + +
+ +( ) +

1 1

1

1 1

3 2 2

2 2 3 2

2

x x

x x
x ++( ) +x x q x q2 2 2 3.

 

Определив полиномы f x qA A A,( ) , f x qB B B,( )  и 
f x qF F F,( ) , мы фактически построили полиноми-
альное представление рассматриваемой фергю-
соновской скрытой полумарковской модели.

4. Заключение. В работе разработана поли-
номиальная схема скрытой полумарковской 
модели типа Фергюсона. Это позволит в даль-
нейшем эффективно реализовать и эксперимен-
тально исследовать имитационные модели ис-
точников ошибок в цифровых каналах переда-
чи данных.
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