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Аннотация. В данной статье рассматривается метод аппроксимации плотностей вероятности 
временных характеристик трафика мультисервисной сети. Использование суммы затухающих 
экспонент позволяет распространить метод на аппроксимацию плотностей с « тяжелыми» 
хвостами.
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nents allows to extend a method to approximation of density with «heavy» tails.
Keywords: queuing system, the traffic, the distribution of «heavy» tail, exponent.

© Блатов И. А., Карташевский В. Г., Киреева Н. В., 
Чупахина Л. Р., 2013

ВВЕДЕНИЕ. Современный трафик в муль-
тисервисной сети требует значительных ресур-
сов для обслуживания, так как увеличение 
числа пользователей и объема передаваемой 
информации в сети привело к возрастанию на-
грузки сетевых устройств при высоких требо-
ваниях к качеству обслуживания.

В работах [1,2] показано, что современный 
трафик мультисервисной сети обладает фрак-
тальными свойствами, которые выражаются, 
например, в том, что распределение вероятнос-
тей интервалов времени между поступлениями 
пакетов на вход устройства обработки и распре-
деление вероятностей самой длительности па-
кетов обладают «тяжелыми» хвостами. В качес-
тве последних, часто используются распределе-
ния Парето, Вейбулла, логнормальное распре-
деление и другие.

В данных обстоятельствах адекватной моде-
лью обслуживания трафика является модель 
G/G/1 [3], аналитическое исследование кото-
рой связано с решением уравнения Линдли. 
Относительно простой метод решения данного 
уравнения предполагает, что вышеупомянутые 
распределения могут быть аппроксимированы 
рядами затухающих экспонент. При этом су-

щественным является требование, чтобы пока-
затели экспонент были вещественными и отри-
цательными при положительных значениях 
аргумента. В случае применения известного 
метода Прони [4,5] добиться выполнения этого 
требования удается далеко не всегда, что под-
тверждается численными экспериментами. 
Кроме того открытым остается вопрос об оценке 
погрешности аппроксимации. Ниже предлага-
ется решение данной задачи на основе аппрок-
симации суммами экспонент, показатели кото-
рых образуют арифметическую прогрессию.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Пусть достаточ-
но гладкая функция f x( )  задана на промежут-
ке [ , ]a b . Требуется построить ее аппроксимацию 
вида
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Разделим обе части формулы (2) на y и пе-
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Тогда в качестве коэффициентов ak +1  можно 
взять, например, коэффициенты интерполяци-
онного многочлена Лагранжа степени n - 1  по 
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Вычислить коэффициенты ak  в формуле (2) 
можно решая СЛАУ относительно неизвестных 
ak  методом Гаусса
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Алгоритм аппроксимации плотности рас-
пределения суммами экспонент в случае 
[ , ] [ , ]a b = 0 1 . 

Для аппроксимации заданной плотности 
распределения f x( )  необходимо:

1. Задать количество узлов интерполирова-
ния и значение параметра m > 0 .

2. Определить узлы интерполирования yk  
вспомогательной функции g y f m y( ) ( ln )= -  по 
формуле (4).

3. Вычислить коэффициенты ak , решая сис-
тему линейных алгебраических уравнений (3).

4. Записать аппроксимирующую функцию 
в виде формулы (1).

Замечание 1. В случае произвольного про-
межутка [ , ]a b , как отмечалось выше, достаточ-
но применить приведенный алгоритм к функ-
ции �f x f a b a x( ') ( ( ) ')= + - , где x ' [ , ]Œ 0 1 , а за-
тем вернуться к исходной переменной 
x a b a x= + -( ) ' .

Замечание 2. Значение параметра  m  опре-
деляется экспериментально для каждой аппрок-
симируемой функции f x( ) .

В качестве распределений с «тяжелыми» 
хвостами возьмем распределения: Парето, 
логнормальное распределение, распределение 
Вейбулла.

Случай 1. Рассмотрим плотность распреде-
ления Парето
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где a  – параметр формы, b  – масштабный 
параметр [7], и на промежутке [ , ]0 5  при a = 3 , 
b = 0 2,  построим аппроксимацию данной плот-
ности.

Возьмем количество узлов интерполирова-
ния n = 3 .

Аналитическое выражение аппроксимиру-
ющей функции имеет вид: 

 
f x a e

a e a e a e

k
kx

k
x
m

x
m

x
m

exp( )

.

= =

= + +

-

=

- - -

Â a

1

3

1 2

2

3

3
 (6)

Исходя из особенностей распределений с 
«тяжелыми» хвостами  и с учетом (4),  целесо-
образно выбирать значение  m в границах  
0,1 1£ £m .

Путем подбора для данного распределения 
находим m = 0 3, , при котором сумма экспонент 
приближает интерполяционные значения к 
исходным.

При n = 3  и выбранных параметрах распре-
деления  погрешность аппроксимации R x( )  
имеет следующий вид.

  

Рис. 1. Распределение Парето ( a = 3 , b = 0 2, ) 
и результат его аппроксимации
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Из рис. 2 видно, что осцилляцией погреш-
ности вблизи начала координат можно пренеб-
речь, т.к. область существования самого распре-
деления задаётся условием x > b . Однако об-
щую погрешность можно уменьшить, увеличи-
вая значение n. Так, например, при n = 5  гра-
фик погрешности аппроксимации будет иметь 
вид рис.3.

Случай 2. Рассмотрим плотность логнор-
мального распределения:
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где s  – параметр формы, m  – масштабный 
параметр [7], и на промежутке [ , ]0 5  при m = 0 , 

s = 0 5,  построим аппроксимацию данной плот-
ности.

При количестве узлов n = 5  и параметре 
m = 0 5,  результат аппроксимации и погреш-
ность аппроксимации характеризуются рис. 4 
и рис. 5 

Увеличение значения n, естественно, повы-
шает точность аппроксимации, но и при n = 5  
результат можно считать вполне приемлемым 
для целей, обозначенных в начале статьи.

Случай 3. Рассмотрим плотность распреде-
ления Вейбулла
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где a  – параметр формы, b  – масштабный 
параметр [7], и на промежутке [0, 5]  при a = 3 , 
b = 1  построим аппроксимацию данной плот-
ности.

Рис. 2. График погрешности аппроксимации R x( )  
распределения Парето при n = 3

Рис. 3. График погрешности аппроксимации 
распределения Парето при n = 5

Рис. 4. Логнормальное распределение 
( m = 0 , s = 0 5, ) и результат его аппроксимации

 

Рис. 5. График погрешности аппроксимации R x( )  
логнормального распределения  при n = 5

Аппроксимация произвольной плотности распределения суммами экспонент
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В силу негладкости аппроксимируемой 
функции  в начале координат у аппроксимиру-
ющей функции следует ожидать осцилляций в 
окрестности точки 0. При n = 10  и m = 0 3,  
результаты аппроксимации и анализа погреш-
ности аппроксимации выглядят следующим 
образом (рис.6).

Рис. 6. График аппроксимирующей функции 
и погрешности аппроксимации R x( )  

для распределения Вейбулла ( a = 3 , b = 1 )

 f x dx( ) . =Ú
•

1
0

 

Данный метод  применим для аппроксима-
ции неизвестных функций плотности распре-
деления, когда аналитического выражения 
плотностей вероятности, характеризующих 
процессы поступления и обслуживания, запи-
сать не удается, но существуют соответствую-
щие гистограммы распределений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. В настоящее время акту-
альной проблемой при исследовании трафика 
мультисервисной сети является учет его само-
подобных свойств, которые оказывают сущест-
венное влияние на характеристики узла обра-
ботки пакетов. Полученные аппроксимации 
типовых распределений с «тяжелыми» хвоста-
ми, которые являются одним из признаков на-
личия у трафика самоподобных свойств, позво-
лят аналитически исследовать характеристики 
СМО типа G/G/1, получаемые спектральным 
методом решения уравнения Линдли [3,8].
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Если задача исследования заключается в 
анализе влияния именно «тяжелых» хвостов 
распределения, то окрестность вблизи нуля, 
где наблюдаются существенные осцилляции 
погрешности, следует исключить из рассмот-
рения. 

При построении всех графиков учтено, что 
аппроксимирующее выражение для плотности 
должно удовлетворять условию нормировки:
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