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ВВЕДЕНИЕ

Классическая теория устойчивости рас-
сматривает точки равновесия систем и их ди-
намическое поведение в окрестности этих то-
чек. В течение пятидесяти лет после Ляпунова 
и Пуанкаре, ставших классиками в этой об-
ласти, в проводимых исследованиях наблюда-
лось заметное продвижение. Благодаря рабо-
там Джорджа Биркхофа [5], В.В. Немыцкого 
и В.В. Степанова [7] стало очевидным, что суть 
этой теории заключалась в самом понятии 
динамической системы. Под динамической 
системой мы будем понимать систему, описы-
вающую математическую модель некоторого 
объекта, процесса или явления. В настоящее 
время теория устойчивости по-прежнему ак-
туальна. Исследуя динамические системы, 
существующими в биологии, экономике и 
социологии, с использованием фундаменталь-
ных понятий из теории устойчивости Ляпуно-
ва или применяя топологические свойства, 
выведенными Пуанкаре, достоверность полу-
ченных результатов теряется, так как основная 
проблема заключается в том, что подобные 
системы практически всегда находится вне 
состояния равновесия, и претерпевают мно-
жество изменений, ведущих к отклонению от 
точки равновесия, что не позволяет в полной 
мере использовать результаты классической 
теории.

Теория нечетких множеств, появившаяся 
сравнительно недавно, представляет новый 
инструмент для моделирования поведения ди-
намических систем, описывающих реальные 
процессы во времени. В данной работе исследу-
ется устойчивость нечеткой динамической 
системы. В работе Де Гласса [1] сформулирован 
подход исследования нечетких динамических 
систем с заранее известными решениями нечет-
кой системы и их областью определения, ис-
пользуя в качестве эталона четкую модель ди-
намического уравнения с заранее определенной 
областью решений. Нашей задачей является 
обобщить этот метод, сформулировать условия 
устойчивости (неустойчивости) при заведомо 
неизвестных решениях нечеткой динамической 
системы.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
О НЕЧЕТКИХ СИСТЕМАХ

Пусть X  – представляется некоторое нечет-
кое функцией множество, тогда его нечеткое 
подмножество A XÃ  представляется функци-
ей принадлежности mu X Ia : = [0,1] .Æ Œ �  
Семейство всех нечетких подмножеств на X  
обозначим как P X( ) .

Слабым a -срезом нечеткого подмножества 
A P XŒ ( )  для a Œ(0,1] , называется обычное 
множество вида 

 A x X xa am a= { : ( ) }Œ ≥ . 

На основе теории декомпозиции любое не-
четкое подмножество A P XŒ ( )  может быть 
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представлено системой своих a -срезов по фор-
муле A V Aalpha= { }.a a

Нечеткое подмножество R  множества X 2  с 
функцией принадлежности mR x y( , )  является 
нечетким отношением. Совокупность нечетких 
отношений на X  будем обозначать P X( )2 .

Для нечетких отношений также можно оп-
ределить понятие a -среза вида R x ya = {( , ) Œ

X x yRm a: ( , ) }2Œ ≥ , при этом Ra  является 
обычным бинарным отношением. Теорема 
декомпозиции также имеет место,  т.е. 
R R= { }

a aa⁄ .
Динамическое поведение непрерывной не-

четкой системы определяется дифференциаль-
ным уравнением вида [5]: 

 ¢x t x t R( ) = ( ) ,�  (1)

где x t P X( ) ( )Œ  – состояние системы в мо-
мент времени t , R  – нечеткое отношение на 
множестве X  с функцией принадлежности 
mR u y( , ) , определяющее переход в следующее 
состояние.

В терминах функции принадлежности (1) 
можно переписать в следующем виде: 

 m m m¢ +⁄ Ÿ Œx t
u

x t Ry u u y t( ) ( )( ) = [ ( ) ( , )]( � ),  (2)

Пусть a aŒ(0;1],R  – a -срез отношения R . 
Для каждого u XŒ  множество образов обозна-
чим 

 R u w u w Ra a( ) = { : ( , ) },Œ Œ  (3)

Тогда Ra  является функцией на X .
Пусть d  определяет метрику в X , тогда 

потребуем для всех a  множество Ra  удовлет-
воряло следующим условиям [1]: 

– Ra  – компактное и непустое множество, 
– $ " ◊k u u d R u R u k d u< 1 ( , )( ( ( ), ( )) < ( ,1 2 1 2 1a a

u )).2  
Нечеткая система (1) для каждого a Œ(0;1]  

имеет вид [1]: 

 ¢x t R x ta a a( ) = ( ( )),  (4)

или иначе: 

 ¢
Œ

x t
t
R u

u X
a

a

a( ) =
( )

( ).∪  (5)

Пусть x 0  – заданное начальное значение, 
тогда для всех a Œ(0,1] существует такое отоб-
ражение f P X P Xa : ( ) ( )Æ , что 

 f x t x ta a a( , ) = ( )0  (6)

О б о б щ а я  д л я  в с е х  a  и  п о л о ж и в 
f x t f x t( , ) = ( , )0 »a a a  и x t x t( ) = ( )»a a , получим 
следующее уравнение: 

 f x t x t( 0, ) = ( )  (7)

2. ТИПЫ УСТОЙЧИВОСТИ 
НЕЧЕТКИХ СИСТЕМ

Пусть M  – замкнутое подмножество в X . 
Введем некоторые определения, основываясь 
на [7–10].

Определение 1. Функция V X: Æ �  явля-
ется положительно определенной на множестве 
M  в X  тогда и только тогда, когда: 

– V(x) – определена в окрестности множес-
тва N MÃ ; 

– " Œu M V u( ( ) = 0) ; 
– " $ Æe d e d e> 0 ( )( ( , ) < ( ) < )d u M V u ; 
– существует возрастающая и непрерывная 

функция x : � �+ Æ  такая, что для всех u NŒ \  
в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я :  x(0) = 0  и 
x( ( , )) < ( )d u M V u . 

Заметим, что, так как M  – замкнутое мно-
жество, то N \  никогда не является пустым. 
Следовательно, существует такая константа 
h > 0 , что имеет место следующая цепочка 
включений: M B M NÃ Ã[ , ]h ,  где

 B M x X d x M[ , ] = { : ( , ) < }h hŒ  (8)

Пусть V  – положительно определенная 
функция в M . Построим такое множество 

 K u N V u( ) = { : ( ) }( ),g g gŒ £ Œ +�  (9)

что всегда возможно найти константу 
g h= { ( ) : ( , )}inf V u u S MŒ , что K N( )g Ã , где 
S M x X d x M( , ) = { : ( , ) = }h hŒ .

На основе классическое определения устой-
чивости в смысле Ляпунова [7–8] и [11] полу-
чим следующее.

Определение 2. Подмножество M XÃ  на-
зывается устойчивым для нечеткой системы f  
вида (7), если 

 
" $ Œ Æ

Æ " Œ Ã+

e d d e d
e

> 0 = ( )( ( , )
( ( , ) ( , )).

u B M
t f u t B M�

 

Определение 3. Подмножество M inX  на-
зывается a -устойчивым для нечеткой системы 
f  вида (7). если для 

 
" $ Œ Æ

Æ " Œ Ã+

e d d e d
ea

> 0 = ( )( ( , )
( ( , ) ( , )

u B M
t f u t B M�

. 

В терминах функции принадлежности оп-
ределение 3 примет следующий вид.

Определение 3’. Подмножество M XŒ  на-
зывается a -устойчивым тогда и только тогда, 
когда для всех e > 0  существует такая d d e= ( ) , 

Об устойчивости непрерывных нечетких систем
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что u B MŒ ( , )e  предполагает, что m af u t z( , )( ) £  
для всех z B MŒ ( , )e , для всех t Œ +� .

Определение 4. Подмножество M XÃ  на-
зывается a -притягивающим, если существует 
такая окрестность N MÃ , что для каждого 
u NŒ ,  для любых последовательностей 
{ },t tn n Æ • , при n Æ • , и любой последова-
тельности { }( ( , ))z z f u tn n nŒ a  имеет место 
z z Mn Æ Œ  при n Æ • .

Данные определения можно сформулиро-
вать в терминах функции принадлежности.

Определение 4’. Подмножество M XÃ  на-
зывается a -притягивающим (аттрактор) если 
существует такая окрестность N MÃ , что для 
всех u NŒ , для всей последовательности 
{ },t tn n Æ • , при n Æ • , и для всей последова-
тельности { }zn , такой, что z zn f u tn

nŒ ≥m a
( , )( ) , 

тогда, z z Mn Æ Œ  при n Æ • .
Определение 5. [1]. Подмножество M XÃ , 

которое одновременно является a -устойчивым 
и a -притягивающим, называется a -асимпто-
тически устойчивым.

Критерий a -устойчивости для нечеткой 
системы (1) можно установить через понятия 
нечеткой производной вещественнозначной 
функции, как это сделано в работе [1]. Также 
будем опираться на труды классической теории 
дифференциальных уравнений [9].

Имеют место следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть f  – нечеткая система, и 

пусть M  – подмножество X . Если существует 
такая полунепрерывная снизу функция 
V M: Æ � , такая что 

– V ( )◊  – определена в некоторой окрестнос-
ти N MÃ , 

– V ( )◊  – положительно определенная фун-
кция по отношению к M , 

– supD V ua ( ) 0£  для всех u NŒ , тогда мно-
жество M  является a -устойчивым.

Теорема 2 [1]. Пусть f – нечеткая система и 
M XÃ . Если существует такая полунепрерыв-
ная снизу функция V X: Æ � , что выполня-
ется условие (1)–(2) из теоремы 1. а условие (3) 
имеет вид:

3’) supD V ua ( ) < 0 , для всех u NMŒ
Тогда множество M  является асимптотичес-

ки a -устойчивым.
Теоремы 1 и 2 предполагают наличие пред-

варительных знаний об эволюционном уравне-
нии и об a -кривых. Однако эта информация 
чаще всего не является доступной, поэтому не-
обходимо переформулировать критерий a -ус-

тойчивости таким образом, что более широкие 
знания об эволюционном уравнении не потре-
буются.

Воспользуясь теоремой из [1], фундамен-
тальными понятия об устойчивости их [13], 
получим Теорему 3.

Теорема 3. Пусть нечеткая система опреде-
лена в виде (1) и пусть M XÃ . Если сущест-
вует дифференцируемая функция V X: Æ � , 
что выполняется условие (1)–(2) из Теоремы 1, 
а условие (3) имеет вид

3’) sup{ ( ). : ( )} 0· ◊ Ò Œ £DV z z R ua  (и соотв. 
< 0 ), для всех u N MŒ \ , ·Ò  – скалярное про-
изведение, тогда множество M  является 
a -устойчивым (и соотв. асимптотически a -
устойчивым).

Доказательство можно найти в [1].
Критерий a -устойчивости, предложенный 

в Теореме 3, по существу, основывается на вза-
имосвязи между DV  и производной от V  на 
всех a -кривых. Однако требуется непрерывная 
дифференцируемость функции V . Данное ус-
ловие является ограничивающим ппри практи-
ческом использовании этой теоремы и поэтому 
предполагает более обобщенное видение этой 
теоремы.

Теорема 4. Пусть нечеткая система опреде-
лена в виде (1) и пусть M XÃ . Если сущест-
вует такая полунепрерывная снизу функция 
V X: Æ � , такая что выполняется условие 
(1)–(2) из Теоремы 1, а условие (3) имеет вид:

3’) существует такая непрерывная функция 
W X: Æ � , что для " Œu N M\  

  
sup lim inf

t z

V u t V u
t

z R u

W u
Æ + Æ

+ - Œ
Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

£

£ -
0 ,

( ) ( )
: ( )

( )
x

a

x
 

(соотв. < ( )-W u ) для всех u N MŒ - .
Тогда множество M  – a -устойчивое (и 

соотв. асимптотически a -устойчивое).
Доказательство. Для всех u NŒ  любая a -

кривая qa , проходящая через u  является реше-
нием дифференциального отношения. 

 ¢ Œ Œ +q u t R q u t ta a a( , ) ( ( , ))( ).�  

Пусть Fa
d  – множество всюду дифференци-

руемых a -кривых, тогда для всех q d
a aŒ F  и для 

всех u NŒ  существет такая непрерывная фун-
кция h , что h u R u( ) ( )Œ a  и q h qa a' = ( ) . Так, (3) 
предполагает, что 

 
t z

V u t V u
t

W u
Æ + Æ

+ - £ -
0 ,

( ) ( )
( )

x

x
lim inf ,  
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для всех u NŒ .
Таким образом, получим 

 V q u t V u W q u d
t

alpha( ( , )) ( ) ( ( , ))
0

a t t- £ -Ú  

и, соответственно, 

 
t

V q u t V u
t

W u
Æ +

-
£ -

0

( ( , )) ( )
( ).lim inf a  

Итак, для всех q d
a aŒ F  верно неравенство 

V q u W u( , ) ( )a £ - .
Продолжая, как в Теореме 3, можно пока-

зать, что для всех qa aŒ F , V q u W u( , ) < ( )a - . 
Следовательно, supD V u W ua ( ) ( )£ - . Примене-
ние Теоремы 1 и Теоремы 2 дополняет доказа-
тельство.

Определение 2 a -устойчивости предпола-
гает, что a -устойчивость нечеткой системы 
вытекает из одинакового поведения всех a -
кривых, по крайней мере, в окрестности мно-
жества M XÃ . На практике такого может и не 
быть. Это обуславливает необходимость такого 
понятия a -устойчивости, которое учитывает 
возможность иного поведения a -кривой.

Определение 6. Подмножество M XÃ  яв-
ляется частично a -устойчивым для нечеткой 
системы f , если для 

 
" $ Œ Æ

Æ " Œ « π Δ+

e d d e d
ea

> 0 = ( )( ( , )
( ( , ) ( , ) ))

u B M
t f u t B M� .

 

В терминах функции принадлежности под-
множество M XÃ  – частично a -устойчивое 
тогда и только тогда, когда для всех e > 0  су-
ществует d d e= ( ) , что если u B MŒ ( , )d , то 
существует z B MŒ ( , )e , такое что m af u t z( , )( ) >  
для всех t Œ +� .

На основе Теоремы 1 можно сформулиро-
вать следующее утверждение об a -устойчивос-
ти множества M , справедливость которого 
легко показать.

Теорема 5. Пусть f  – нечеткая система , и 
пусть M XŒ . Если существует полунепрерыв-
ная снизу функция V X: Æ � , такая что вы-
полняются условия (1)–(2) из Теоремы 1, а 
условие (3) имеет вид:

3’) " Œ £u N D V uinf a ( ) 0 ,
Тогда множество M  является частично a -

устойчивым.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Та к  к а к  д л я  в с е х 

u N D V uŒ £inf a ( ) 0 , то продолжая, как в Тео-
реме 1, мы можем показать, что существует 
н е к а я  т а к а я  a - к р и в а я  qa aŒ F ,  ч т о 
V q u t V u( ( , )) ( )a £ , для всех t Œ +� .

Положительная определенность V  предпо-
лагает, что для всех e > 0  существует d , что 
d u M( , ) < d  предполагает, что V q u t( ( , )) <a e  для 
всех t Œ +� .

Более того, для всех l  существует такая 
e > 0 , что (см. Определение 1) d u M( , ) > l , 
предполагающая, что V u( ) > = ( )e x l , т.е. такая, 
что d u M( , ) < l  везде, где V u( ) < e .

Таким образом, для всех e > 0  существует 
d > 0 , что d u M( , ) < d , что предполагает, что 
d q u t M( ( , ), ) <a e  для всех t Œ +� . Отсюда сле-
дует,  что  u B MŒ ( ,d  предполагает,  что 
q u t B Ma e( , ) ( , )Œ , т.е. f u t B Ma e( , ) ( , )« π Δ , для 
всех t Œ +� .

Теорема 3 дает критерий a -устойчивости, 
который не требует особых знаний об эволюци-
онных уравнениях нечеткой системы. Мы мо-
жем установить подобный результат для частич-
ной a -устойчивости.

Теорема 6 [1]. Пусть нечеткая система оп-
ределена через нечеткое отношение R M X, Ã . 
Если существует дифференцируемая функция 
V X: Æ � , что выполняются условия (1)–(2) 
из Теоремы 1, а условие (3) имеет вид:

3’) " Œ · Ò Œu N V z z R uinf{ , : ( )} < 0D a , тогда 
M  является частично a -устойчивым.

Теорема 7. Пусть нечеткая система, опреде-
ленная в виде (1) и множество M XÃ . Если 
существует такая полунепрерывная снизу фун-
кция V X: Æ � , что выполняются условия 
(1)–(2) из Теоремы 1, а условие (3) имеет вид:

3’) существует такая непрерывная функция 
W X: Æ +� , что " Œu N  

 
inf lim inf{

( ) ( )
: ( )} <

< ( ),
0 ,t z

V u t V u
t

z R u

W u
Æ + Æ

+ - Œ

-
h

a

h
 

тогда множество M  является частично a -ус-
тойчивым.

3. ИЛЛЮСТРАТИВНЫЙ ПРИМЕР

Рассмотрим нечеткую систему вида (1) с 
нечетким отношением: 

 
R u v X u

v u
a a

a
= {( , ) : (2 )

(5 2 ) }.

2Œ + ◊ £
£ £ - ◊

 

Эволюционное уравнение имеет вид: 

 
f u t u

t u t
a
a a
( , ) = [ (5

2 ) , ( 2 ) ].
0 0

0

exp
exp

+
+ - -

 

Функции q u t u ata ( , ) = ( )0 0 exp -  являются 
устойчивыми непрерывно-дифференцируемы-
ми a -траекториями при всех a a aŒ + -[2 , 5 2 ].

Об устойчивости непрерывных нечетких систем
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Но также верно, что любые функции вида: 

 q u t
u a t t T
u a T a t T t Ta ( , ) =

( ), <
( ( )),0

0 1

0 1 2

exp ;
exp .

-
- - - ≥

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
 

Для любых a a1 2, [2 , 5 2 ]Œ + -a a  так же яв-
ляются устойчивыми непрерывно-дифферен-
цируемыми a -траекториями.

Применим Теоремы 1 и 2 к данному приме-
ру и докажем a -устойчивость и асимптотичес-
кую a -устойчивость.

Пусть V u d u M( ) = ( , ) , тогда производная 
имеет вид: 

 D V u
V ue ue

tt

t t V u

a

a a

( ) =
( ,

.
0

( 5 2 ) ( 2 ) ) ( )

Æ

- + - - -

+

lim

Путем вычислений нетрудно доказать, что 
supD V ua ( ) 0£ . Все условия теорем соблюдены, 
что и требовалось доказать.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье сформулирваны критерии 
a -устойчивости и асимптотической a -устой-
чивости, а также получен критерий частичной 
a -устойчивости. На основе приведенного при-
мера доказана справедливость Теоремы 1 и 
Теоремы 2. В дальнейшем будут предложены 
процедуры проверки устойчивости нечетких 
динамических систем.
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