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Аннотация. В работе рассматривается многокритериальная задача о назначениях. Предлага-
ется алгоритм решения, в основе которого лежит переход к двойственной задаче с последующим 
использованием метода Удзавы. Предлагается способ формирования функции Лагранжа, 
позволяющий не решать на каждом этапе задачу о назначениях, что существенно упрощает 
алгоритм решения.
Ключевые слова: дискретная оптимизация, задача о назначениях, многокритериальная зада-
ча, двойственная задача, алгоритм решения.
Annotation. In the paper the multicriteria assignment problem is considered. The solution algo-
rithm where translation to a dual problem is assumed as a basis is offered. Udzava method is used 
to tackle the given problem. This paper introduces the way of Lagrange function formation, allow-
ing not to solve an assignment problem at each stage that significantly simplifies the decision al-
gorithm.
Keywords: discrete optimisation, assignment problem, multicriterion problem, dual problem, solu-
tion algorithm.

Многокритериальная задача о назначениях 
возникает, например, при комплектовании 
штатов на нескольких предприятиях одновре-
менно. Как правило, при этом каждое предпри-
ятие стремится минимизировать затраты, свя-
занные с приёмом на работу. 

Рассмотрим математическую формализацию 
задачи.

Пусть имеется K предприятий (k = 1,…,K), 
на каждом из которых существует определён-
ный набор вакансий (работ) (j = 1,…,n

k
). Име-

ется m претендентов для назначения на предло-
женные работы (i = 1,…,m). Кроме того, для 
каждого предприятия заданы матрицы затрат 
C ck i j

k= ≥( ) ,0  связанные с назначением i-ого 
претендента на j-ую работу на k-ом предпри-
ятии. Требуется распределить претендентов по 
рабочим местам так, чтобы каждый нанятый 
претендент занял одно место, каждое место было 
занято одним претендентом и так, чтобы связан-
ные с этим распределением затраты были ми-
нимальными. При этом возможна ситуация, в 
которой требуется минимизировать суммарные 
затраты. В этом случае задача сводится к обыч-
ной задаче о назначениях [1]. Далее рассмат-
ривается ситуация, когда требуется минимизи-
ровать затраты каждого из K предприятий. Один 

из вариантов был предложен в [2]. При этом на 
каждом этапе алгоритма необходимо решать 
задачу о назначениях, что обременительно в 
случае большого размера задачи. В данной ра-
боте предложен другой вариант формирования 
функции Лагранжа, что дало возможность су-
щественно упростить алгоритм решения.

Обозначим через n n n nK= + + +1 2 ...  - общее 
число работ на всех предприятиях. Рассмотрим 
для простоты закрытую задачу о назначениях 
(m = n).

Для получения математической записи за-
дачи можно ввести переменные следующим 
образом:
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где i n j n k Kk= = =1 1 1, , , , , .  
Математическая формализация задачи при 

этом выглядит следующим образом
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Здесь L Xk ( )  – затраты k-ого предприятия, 

k K= 1, .
Для обеспечения равномерности затрат 

предприятий вместо многокритериальной зада-
чи рассмотрим задачу с целевой функцией 
вида:

 min max ( ), ( ),..., ( ) .L X L X L XK1 2( ){ }  

Данный критерий оптимальности позво-
ляет минимизировать максимальную величи-
ну затрат, теряемых при выборе неверного 
решения.

Введем новую переменную m = (max ( ),L X1

)( ),..., ( ) .L X L XK2  Заметим, что L X i Ki( ), , ,= 1  
принимают неотрицательные значения (Следо-
вательно, можно считать, что переменная m ≥ 0.  
Кроме того, через S обозначим множество xij

k ,  
удовлетворяющих ограничениям:
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Задача при этом примет вид:
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Для решения данной задачи в дальнейшем 
предполагается использовать двойственный 
алгоритм. С этой целью рассмотрим функцию 
Лагранжа, которая для данной задачи может 
быть записана в виде:
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В результате исходная задача переписыва-
ется следующим образом

 min max ( , , , ),
,x S y v

x y v
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двойственная к ней имеет вид

 max min ( , , , ) max ( , ).
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Схема двойственного алгоритма Удзавы 
[3, 4] для решения подобных задач выглядит 
следующим образом:

Шаг 0.  Задать начальные значения 
y v N0 00 0≥ =, , .

Шаг 1. Найти решение задачи

 F( , , , ) min .
,

x y vN N

x S
m

m
Æ

Œ ≥0
 

Шаг 2. Проверить XN +1 , полученный на 
шаге 1, на останов. Если тест на останов выпол-
нен, то выписать ответ X XN* .= +1

Шаг 3. Вычислить значения двойственных 
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( , ),  где через 
�
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обозначено соответствующее значение субгра-
диента двойственной функции w( )◊ .

Увеличить N  на единицу. Перейти к 
шагу 1.

Для реализации вычислительной схемы 
преобразуем функцию Лагранжа следующим 
образом
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В результате на первом шаге алгоритма при 
фиксированных y и ν решаются следующие 
задачи:

Двойственный алгоритм решения многокритериальной задачи о назначениях
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Задача (1) может быть переписана в виде

 d xij
k

kji
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kÂÂÂ Æ min  

при ограничениях (1)
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где d y c vij
k

k ij
k

i= + .
Решение данной задачи, очевидно, ищется 

следующим образом. 
1. Фиксируем индексы j 0  и k 0,  j n0 1Œ{ ,..., },  

k K0 1Œ{ ,..., };
2.  Ищем min [( ( ) ( ))] ( )T d ij k d lji Ø Ø

≠
Ø Ø Ø

≠=0 0 0
( )kØ 0 ;

3. Положим xlj
k

0

0 1= ,  xlj
k = 0,  j j≠ 0,  k k≠ 0.

Заметим, что в силу определения перемен-
ной m  справедливы ограничения

 0 1 2£ £m max( ( ), ( ),..., ( )).L X L X L XN N
K

N  

Таким образом, задача (2) решается следу-
ющим образом:
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В результате алгоритм решения исходной 
задачи можно описать схемой вида:

Модельная схема алгоритма
1. Ввести начальные данные y v0 00≥ , ,

N
NN N0

1
1

= = =
+

, .a b

2. Решить задачу (1).

3. Проверить, являются ли полученные мат-

рицы назначений X k Kk
N , ,= 1  допустимыми в 

исходной задаче. Т.е. проверить выполнение 
равенств
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Е с л и  р а в е н с т в а  в ы п о л н я ю т с я ,  т о 

X k Kk
N , , ,  = 1  являются решениями задачи, в 

противном случае перейти к пункту 4.
4. Вычислить m  по формулам (3).
5. Пересчитать значения двойственных пе-

ременных по формулам 
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Увеличить N на единицу. Перейти к пунк-
ту 2.

Вычислительный эксперимент показал це-
лесообразность использования данного алгорит-
ма для получения приближенного решения.
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