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Аннотация. В данной работе предложена модель управления патологическим процессом, раз-
витие которого описывает динамика Рихарда. Модель представлена как задача оптимального 
управления системой нелинейных дифференциальных уравнений. Сформулированы необхо-
димые условия оптимальности и аналитически показан вид оптимального решения на неко-
тором интервале времени. 
Ключевые слова: оптимальное управление, принцип максимума Понтрягина, необходимые 
условия оптимальности.
Annotation. In the work there is offered the model of control for pathologic process that describe 
Richard dynamics. The model is presented as optimal control problem for the system of nonlinear 
differential equations. There are stated necessary optimality conditions and the form of optimal 
solution is analytically shown on some initial interval.
Keywords: optimal control, Pontryagin’s maximum principle, necessary optimality conditions.

ВВЕДЕНИЕ

При проведении системных медицинских 
исследований возникают вопросы прогнозиро-
вания количественного и качественного пове-
дения заболевания. Это, в первую очередь, 
форма патологического процесса, на которую 
влияет ряд неопределенностей – время форми-
рования каскада специфических плазматичес-
ких клеток, влияние поврежденного органа на 
иммунный ответ, схема проведенного лечения 
и др. Решение проблем такого рода требует раз-
работки соответствующих алгоритмов систем-
ного анализа [1–10].

Исследование проблемы развития патоло-
гических образований в человеческом организ-
ме является актуальным и в наше время. В час-
тности, в работах [1–7] рассматривают рост 
опухолевых популяций на основе динамики 
Гомпертца. В работе [8] изучают развитие об-
щего патологического образования на основе 
динамики Рихарда. В [9] рассмотрены вопросы 
устойчивости в модели роста патологического 
образования на основе динамики Рихарда. Од-
нако не исследовано вопросы управления про-
цессом роста патологических образований.

Целью работы является применить общую 
методологию оптимального управления для 

получения решения задачи оптимальной лазе-
ротерапии общего патологического образова-
ния, которое описывает динамика Рихарда.

Модель развития общего патологического 
образования на основе динамики Рихарда.

Рассматривается модель развития общего 
патологического образования на основе дина-
мики Рихарда, предложенная в работе [8]. 
В модели считаем, что основными действую-
щими факторами процесса роста общего пато-
логического образования (узлов, фолликуляр-
ных образований и др.) являются следующие 
величины:

1. Концентрация клеток патологического 
образования L tp( ).

2. Концентрация антител F t( ) . Под антите-
лами понимают субстраты иммунной системы, 
нейтрализуют рецепторы клеток патологичес-
кого образования.

3. Концентрация плазматических клеток 
C t( ) . Это популяция носителей и производите-
лей антител.

4. Относительная характеристика роста па-
тологического образования m t( ) .

В модели предполагается, что лазеротерапия 
применяется к доброкачественным патологи-
ческим образованиям. При этом считаем, что 
объем лазеротерапии является функцией от 
времени u t( ) . Тоэсть u t( )  – это доля уязвимых © Марценюк В. П., Багрий-Заяц О. А., 2013
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клеток патологического образования, подверг-
шихся лазеротерапевтическому воздействию за 
единицу времени в момент времени t . Таким 
образом мы приходим к системе управления:
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с соответствующими начальными условиями:
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Б и о л о г и ч е с к и  з н а ч и м о й  о б л а с т ь ю 
для (1), (2) являются:
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что накладывает фазовые ограничения:

 L C F mp ≥ ≥ ≥ ≥0 0 0 0, , , .  (3)

 L C F m Np + + + £ .  (4)

Множество управления U  задается как:

 измеримая
{ ( ) : 0 ( ) 1,

0 , ( ) }.f
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Здесь tf  – конечное время управления.
Критерием качества является функционал:
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где W  – весовой коэффициент.
Таким образом, целью является определение 

оптимального управления u U* ,Œ  которое удов-
летворяет:

 J u J u
u U

[ ] inf [ ].* =
Œ

 (5)

На основе теоремы [11, 12] мы видим, что 
оптимальное управление в задаче (1) - (5) су-
ществует, поскольку подынтегральное выраже-
ние в критерии качества является выпуклой 
функцией, а траектория системы принадлежит 
пространству L•.

Применим теорему [13, 14] для получения 
необходимых условий оптимальности. Функция 
Гамильтона-Понтрягина имеет вид:
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Итак, имеем сопряженную систему:
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В целом, используя верхнее и нижнее огра-
ничение на управление u t*( ) , видим, что опти-
мальное управление может быть выражено 
как:
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Здесь введено обозначение 
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Итак, оптимальное управление в задаче 
(1)–(5) может быть построено в результате ре-
шения такой краевой задачи:

О задаче оптимального управления в моделях роста патологических образований...



34 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2013, № 2

 

dL

dt
L

L

FL
t L t

p
L p

p

L

n

L p
p

= -
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

-

- -
Ê

a
q

g
l

1

1
2

1min ,
( ) ( )

ËË
Á

ˆ

¯
˜

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂

= - -

= - +

+

L

dC
dt

m L F C C

dF
dt

b C

p

p C

f f

,

( ) ( ),

(

x a m

m hg

0

LL p

p m

p p

L F

dm
dt

L m

L t L t
C t C t
F t F t
m t

) ,

,

( ) ( ),
( ) ( ),
( ) ( ),
(

= -

=
=
=

s m

0

0

0

)) ( ).= m t0

 

 

d
dt

H
L

L n
L

F
t

p L L
p

L

n

L

l

l a a
q

g
l

1

2
1

1

1

1

= - ∂
∂

=

= - - - +
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ -

- -

( ( )

min ,
( )LL t

m F F
d
dt

H
C

p

L

( )
)

( ) ,

2

2 3 4

2

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂
-

- + -

= - ∂
∂

+

l x a l hg l s
l

== -

= - ∂
∂

= -

- + +

l m l

l
l g

l x a l m hg
l

2 3

3
1

2 3

4

C f

L p

p f L p

b

d
dt

H
F

L

m L L
d

,

( ) ( ),

ddt
H
m

t k

m

k f

= - ∂
∂

=

= =

l m

l

4

0 1 4

,

( ) , , .

 (9)

Теорема 1. Для достаточно малого значения 
tf  решение системы (9) является единствен-
ным.

Доказательство. Предположим наоборот, 
что существуют два решения (9), а именно:

 X L C F mp
* * * * * * * * *( , , , , , , , )= l l l l1 2 3 4  

и

 X L C F mp
** ** ** ** ** ** ** ** **( , , , , , , , ).= l l l l1 2 3 4  

Правые части системы (13) являются Лип-
ш и ц е в и м ы  ф у н к ц и я м и  а р г у м е н т о в 
L C F mp, , , , , , , .l l l l1 2 3 4  Отсюда существует пос-
тоянная C > 0  такая, что:

 

X t X t

C X s X s ds
tf

* **

* **

( ) ( )

( ( ) ( ) ) .

- £

£ -Ú
0

 (10)

Применяя к (10) теорему о среднем значе-
нии, имеем, что существует момент времени 
x x: 0 £ £ tf  такой, что:

 X t X t t C X Xf
* ** * **( ) ( ) ( ( ) ( ) )- £ -x x  

при всех t tfŒ[ , ].0  Если выберем tf  таким, что 

t
Cf < 1

,  то получаем противоречие.

Итак, можем сформулировать следующую 
теорему.

Т е о р е м а  2 .  П у с т ь  ( , , , , ,* * * * *L C F mp l1
, , )* * *l l l2 3 4  – решение задачи оптимального 

управления (1)–(5). Тогда ( , , , , ,* * * * *L C F mp l1
, , )* * *l l l2 3 4  – решение краевой задачи (9).

ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ

Прямой метод численного решения задачи 
оптимального управления, приведенной выше, 
реализовано в пакете Java-классов dyn.
Opt [15].

В качестве примера рассматривалась задача 
(1)–(5). Описание задачи сделано с помощью 
входящего текстового файла. Так переменные 
состояния системы определени командой:

state L
p
 C F m

переменная управления:
control u
константы:
real alphal n hamal xi alpha muc c0 bf muf eta 

sigma mum W tetal
количество временных узлов:
nodes = 356
метод решения задачи нелинейного про-

граммирования:
method = dyn_sqp
метод интегрирования системы дифферен-

циальных уравнений:
ode = huen
файл исходных данных:
output_file = Richardcontrol
точность метода:
epsilon = 1.0e-4
Систему управления (1) со значениями па-

раметров описано в блоке:
dynamic_equation:
alphal = 0.00396
 n = 10

В. П. Марценюк, О. А. Багрий-Заяц
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Рис. 1.Численное моделирование задачи оптимального управления

О задаче оптимального управления в моделях роста патологических образований...
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 hamal = 0.008
 xi = 1
 alpha = 1
 muc = 0.5
 c0 = 1
 bf = 1
 muf = 0.17
 eta = 10
 sigma = 10
 mum = 0.12 
tetal = 14000
ddt L

p
 = alphal* L

p
 *(1-pow(L

p
 /tetal,n)) - 

hamal*F* L
p
 - u* L

p

 ddt C = xi*alpha* L
p
 *F-muc*(C-c0)

 ddt F = bf*C-(muf+eta*hamal* L
p
)*F

 ddt m = sigma* L
p
 -mum*m

Блок начальных условий (2):
initial_condition:
L

p
 = 10

 C = 1
 F = 1
 m = 0

Ограничения типа неравенства:
inequality_constraint:
 d = -u # -u <= 0
d = u-1 # u <= 1
Блок критерия качества:
cost_functional:
W = 0.2
initial_time = 0.0
final_time = 55
L = L

p
 * L

p
 +u*u

Данные по применению метода следую-
щие:

$ f = 3784075.596838219
$ hg_max = 0.049150674707690155
$ |dL| = 529.1810423858765
$ nfun = 33580
$ ngrad = 91
# of function evaluations = 10001
Результаты решения задачи представлены 

на рис. 1.
На рисунке 2 показано результаты числен-

ного интегрирования системы (5) при u ∫ 0,  т.е. 
без применения лазеротерапии.

Рис. 2. Результаты численного интегрирования системы (5)

Сравнивая решения на рисунках 1 и 2 вид-
но, что применение в модели (5) оптимального 
режима лазеротерапии позволяет избежать 
повторного роста патологических образований, 
который наблюдается на рисунке 2.

ВЫВОДЫ

В работе изучены вопросы существования 
и единственности решения задач управления 

ростом общего патологического образования на 
основе динамики Рихарда. 

На основе необходимых условий оптималь-
ности построено краевую задачу для нахожде-
ния оптимальных режимов лазеротерапии. 
Также предложено и программно реализован 
прямой метод решения задачи оптимального 
управления, который применен на реальном 
примере.

В. П. Марценюк, О. А. Багрий-Заяц
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