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Аннотация. Рассматривается система Лотки-Вольтерры с переключениями. Предполагается, 
что переключения происходят между двумя подсистемами, причём решения каждой из под-
систем ограничены. С помощью специального выбора закона переключения и наложения ог-
раничений на коэффициенты подсистем достигается асимптотическая устойчивость положения 
равновесия системы с переключениями в целом в положительном ортанте.
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Annotation. The Switched Lotka-Volterra system is considered. It is assumed that switching oc-
curs between two subsystems, and solutions of each of subsystem are bounded. By means of a 
special choice of switching law and imposition of restrictions on coefficients of subsystems, asymp-
totic stability in general at positive orthant of equilibrium point of switched system is achieved. 
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Введение. Под системой с переключениями 
подразумевается система, состоящая из семейс-
тва подсистем и правила, определяющего пере-
ключения между ними [1]. Системы с переклю-
чениями широко применяются при моделиро-
вании разнообразных процессов в механике, 
робототехнике, в задачах управления воздуш-
ным и автомобильным транспортом, биологи-
ческими системами [2]. Переключения могут 
быть обусловлены, например, выходом из строя 
некоторых частей системы, изменением вне-
шних факторов или срабатыванием переклю-
чающих элементов.

Математически система с переключениями 
может быть описана системой дифференциаль-
ных уравнений вида 

 �x f x= s ( ),  

где x RnŒ ; f p Pp : Œ{ }  – семейство достаточно 
регулярных функций, действующих из Rn  в Rn , 
параметризованное некоторым набором индек-
сов P ; s : [ , )0 • Æ P  – кусочно-постоянная 
функция времени, называемая сигналом пере-
ключения. Функция σ может зависеть, напри-
мер, только от t  илиx t( ) , или и от t , и отx t( ) .

Одно из возможных применений систем с 
переключениями – задачи моделирования и 
управления биологическими системами. Ис-
пользование таких систем может быть эффек-
тивно, например, как способ описания резких 
изменений внешних условий [3]. Переключе-
ния между биологическими подсистемами могут 
приводить к неограниченным колебаниям чис-
ленностей популяций, их сокращению, сходи-
мости к некоторому пределу или к полному 
уничтожению видов. Полученные в работе ре-
зультаты иллюстрируют такой подход к иссле-
дованию динамики популяций. Случай возник-
новения неограниченных колебаний числен-
ностей популяций рассмотрен в работе [4], в 
данной работе продемонстрируем, что измене-
ние внешних условий может привести к сходи-
мости численностей популяций к некоторому 
пределу.

Постановка задачи. Рассмотрим систему
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описывающую отношения между хищниками 
и жертвами, где x  – плотность популяции 
жертв, y  - плотность популяции хищников, 
a  > 0 – коэффициент рождаемости жертв, 
b  > 0 – скорость, с которой хищник убивает 
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жертв, g  > 0 – коэффициент смертности хищ-
ников, d  > 0 – коэффициент, учитывающий 
скорость, с которой хищник убивает жертв, и 
эффективность превращения хищниками био-
массы жертв в себя и потомство. Эту модель, 
описывающую межвидовую конкуренцию, 
предложили независимо друг от друга А. Лотка 
(1925) и В. Вольтерра (1926) [5]. Такая система 
имеет устойчивое положение равновесия типа 

центр 
g
d

a
b

,
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃
,  находящееся в положительном 

ортанте, отклонение от которого приводит к 
колебаниям численностей хищников и жертв.

Влияние внешних факторов на систему от-
ражено с помощью коэффициентов a,  b,  g  и 
d . Если внешние условия меняются, причём 
изменение происходит скачкообразно (напри-
мер, произошёл лесной пожар или были раз-
брызганы химикаты, сокращающие числен-
ность одного из видов), то такое поведение мо-
жет быть описано системой с переключениями. 
Каждая из подсистем будет соответствовать 
определенным внешним условиям, изменение 
которых может обеспечить как затухание коле-
баний и сходимость численностей популяций к 
положению равновесия, так и привести к не-
ограниченным колебаниям численностей или 
вымиранию видов.

Рассмотрим систему с переключениями, 
состоящую из двух подсистем
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Траектории подсистем – это замкнутые кри-
вые, описываемые уравнениями y e =i iya b-
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ния вдоль траекторий происходят вокруг поло-
жения равновесия против часовой стрелки.

Предположим, что положения равновесия 
двух подсистем совпадают. Это будет верно в 
случае, если коэффициенты систем удовлетво-
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= .  Если иссле-

дуются популяции хищников и жертв, сущест-
вующие в естественных условиях, то маловеро-
ятно, что внешние условия будут меняться та-
ким образом, что положения равновесия под-
систем будут совпадать. Если же популяции 
находятся в искусственных условиях, и осу-

ществляется управление коэффициентами a,  
b,  g ,  d,  то случай совпадающих положений 
равновесия возможен.

Покажем, что можно построить систему с 
переключениями, состоящую из подсистем (1) 
и имеющую асимптотически устойчивое поло-
жение равновесия.

Выбор закона переключения. Пусть пере-
ключение с первой подсистемы на вторую про-
исходит только в точках минимума траекторий 
первой подсистемы по x , а переключение со 
второй на первую – в точках минимума траек-
торий второй подсистемы по y .

Теорема. При выбранном законе переключе-
ния и при условии, что коэффициенты подсис-

тем удовлетворяют соотношениям 
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 системы (1) 

асимптотически устойчиво в целом в положи-
тельном ортанте.

Доказательство. Для доказательства пост-
роим траекторию системы с переключениями. 
Начнём построение с траектории первой под-
системы

 x e y e cx yg d a b1 1 1 1
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С начальной траектории переключаемся на 
траекторию
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а затем – на траекторию
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Учитывая, что траектории (2) и (3) пересе-

каются в точке x1
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 траектории (3) и (4) - в 
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 можно выразить постоянную c3  

через c1 :

Об асимптотической устойчивости положения равновесия системы Лотки-Вольтерры...
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Точка x1  – точка минимума траектории 
первой подсистемы по x , а y2  – точка миниму-
ма траектории второй подсистемы по y , следо-

вательно, y < , x <2
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Можно сделать вывод, что c c3 1>
Сравним значения x1  и x3 , для которых 

верны соотношения
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Исследуем функцию g z = z e z( ) -g d1 1 ,  произ-
водная которой

 g z z e zz' — .( ) = ( )- -g d g d1 11
1 1  

Учитывая, что x < , x <1
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 и c > c3 1 , 
получаем x > x13 .

Продолжим построение траектории системы 
с переключениями и получим возрастающую 
последовательность 

 x , x , x ,1 3 5 º  

Для каждого элемента последовательности 
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, k = 0,•,  

следовательно, эта последовательность имеет 
предел и является фундаментальной, т.е. 
lim .
k k kx x

Æ• + +-( ) =2 3 2 1 0

Воспользуемся теоремой Лагранжа:
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где x Œ( )x ,x31 .  Для двух произвольных сосед-
них членов последовательности будет верна 
оценка

 

x x

e c c x

e

k k

k k k

2 3 2 1

2

2

1
1

2 3 2 1 2 1

1 1

1

+ +
-

+ + +

-

- >

>

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
-( )

Ê

ËÁ

a
b

g
d

a
a

g ˆ̂

¯̃

>
g

g
1

1

0.
 

Перейдём к пределу при k Æ • :
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Следовательно, lim
k + +c c =

Æ•
-( )2k 3 2k 1 0 .

Рассмотрим разность
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Отбросив первый множитель в квадратных 
скобках, получим оценку
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Переходя к пределу, имеем
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Можем сделать вывод, что lim .
k kx

-• + =2 1
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c c+ +2k 3 2k 1-  второй множитель в квадратных 
скобках, аналогичным образом можем показать, 
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Следовательно, удалось построить систему 
с переключениями, положение равновесия ко-

торой x =
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 асимптотически устойчи-

во в целом в положительном ортанте. Другими 
словами, при выбранном законе переключения 
численности популяций хищников и жертв 
сходятся к конечным пределам.

Теорема доказана.
Пример. Построим систему с переключени-

ями, состоящую из подсистем
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и выбранного закона переключения. Траекто-
рии подсистем – замкнутые кривые, описыва-
емые уравнениями ye = x e cy x- -0 01 1 5 0 015

1
. . .  и 

y e y x e c2 0 02 1 0 01
2

- -=. .  соответственно. Коэффици-
енты подсистем удовлетворяют необходимым 
ограничениям, следовательно, положение рав-
новесия системы с переключениями асимпто-
тически устойчиво. Одна из траекторий системы 
с переключениями будет иметь вид, представ-
ленный на рисунке 1.

Рис. 1.
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