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Аннотация. Предлагается модель для описания динамики многомерного, нестационарного 
временного ряда атмосферных температур с изменяющимися состояниями атмосферы. При-
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ВВЕДЕНИЕ

Важной задачей метеорологии является 
анализ динамических процессов изменения 
атмосферной температуры. При этом рассмат-
риваются скалярные поля температуры в трех-
мерном пространстве земной атмосферы. Дис-
кретное представление этого пространства – 
трехмерная сетка с постоянными шагами по 
меридианам, параллелям и высоте от поверх-
ности земли. Будем считать, что в узлах сетки 
производится ежедневное измерение темпера-
туры x и в каждом узле посредством случайно-
го процесса с дискретным временем формиру-
ется временной ряд x t( ) . Динамика температу-
ры в узле с конкретными пространственными 
координатами зачастую определяется не только 
местными факторами погоды, но и влиянием 
конвективной составляющей, которая может 
оцениваться изменением аналогичных пере-
менных в смежных узлах сетки. Действительно, 
логично предположить существование корре-
ляционной зависимости процессов изменения 
температуры в смежных узлах. Такое предпо-
ложение находит экспериментальное подтверж-

дение [1]. Будем рассматривать задачу постро-
ения математического описания совместной 
динамики дискретных случайных процессов в 
узлах сетки.

Пусть вид модели определяется как вектор-
ная авторегрессия [2]:

 x t Ax t A x t p tp( ) ( ) ... ( ) ( ),= - + + - +1 1 e  (1)

где x x xn= ( ;...; )1
"  – вектор значений среднесу-

точной температуры в n смежных узлах сетки; 
Ak  – матрица параметров модели, k p= 1,...,  – 
временной лаг авторегрессии; e( )t  – вектор 
серийно некоррелированных ошибок, о которых 
предполагается, что они имеют нулевое среднее 
и интерпретируются как белый шум.

Если векторный процесс x t( )  – стационар-
ный и эргодический, то параметры A ak mlk=  
векторной авторегрессии (1) находятся как 
МНК-оценки по однородным (полученным при 
одинаковых условиях) статистическим данным. 
В этом случае параметры представляют собой 
константы, не изменяющиеся во времени и от-
вечающие условиям стационарности.

В большинстве практических приложений, 
в метеорологии в частности, однородность дан-
ных обеспечивается лишь на сравнительно 
непродолжительных временных отрезках фор-
мирования временного ряда, более того границы 
этих отрезков, как правило, невозможно четко 
определить, что исключает возможность приме-
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нения фиктивных переменных. Формально 
такое положение можно рассматривать как 
непрерывную зависимость параметров моде-
ли (1) от времени – A tk ( )  и, следовательно, 
необходимость их корректировки по мере изме-
нения условий. Изменение параметров Ak  
обуславливает нестационарность векторного 
процесса x t( ).

Наиболее известным подходом к правилам 
корректировки параметров являются адаптив-
ные методы, например, экспоненциальное 
сглаживание статистических данных или кор-
ректировка параметров модели по рассогласо-
ванию измеренных и предсказанных значений 
членов ряда, например с помощью рекуррент-
ного метода наименьших квадратов. Подробный 
обзор адаптивных методов приводится в [3]. 
Применение адаптации ограничено требовани-
ем медленного изменения условий функциони-
рования, что часто не выполняется в метеоро-
логии. Другим подходом к учету изменения 
параметров модели (1) является нечеткая клас-
сификация статистических данных ряда и при-
менение модели Сугено [1]. Этот подход приме-
нительно к метеорологическим временным 
рядам, как показано в [1], может давать неко-
торое улучшение результатов, но не меняет их 
кардинально.

Следует отметить успешное применение (в 
отдельных случаях) искусственных нейронных 
сетей (ИНС) для моделирования поведения 
временного ряда, например, [4,5]. Можно пред-
положить, что ИНС, как универсальный ап-
проксиматор, учитывает и нелинейные эффек-
ты, возникающие в связи с изменением условий 
функционирования.

В данной работе предлагается рассматривать 
векторную авторегрессию (1) как модель типа 
«вход-выход» с измеряемыми входными пере-
менными x t x t p( ),..., ( )- -1  и выходными пе-
ременными x t( ) , а ее параметры A t a tk mlk( ) ( )=  
как совокупность внутренних характеристик 
процесса, определяющих его состояние (состо-
яние атмосферы) в данный момент времени. 
Будем считать, что статистические данные од-
нородны, если они получены при стабильности 
состояния атмосферы. Пространство состояний 
случайного процесса может быть задано систе-
мой уравнений состояния a f tmlk mlk= ( ) , где 
m l n, , ...,= 1 ; k p= 1,..., .

Построению системы векторной авторегрес-
сии и уравнений состояния временного ряда для 

анализа динамики нестационарного векторно-
го метеорологического процесса посвящена 
данная работа.

1. Особенности моделирования динамики 
температуры в узлах плоской сетки

Подходы к моделированию динамики век-
торного случайного процесса рассмотрим на 
примере скалярного поля температур, представ-
ленного длинными нестационарными времен-
ными рядами в узлах плоской сетки, располо-
женной на некоторой геопотенциальной высо-
те от поверхности земли (рис. 1). Выбор плоской 
сетки обусловлен наличием достаточного коли-
чества статистических данных по узлам, обра-
зованным меридианами и параллелями, в отли-
чие от геопотенциальных высот. Обозначим 
среднесуточное значение температуры, изме-
ренное в узле с координатами i j,  как xij . Вза-
имная корреляция случайных последователь-
ностей в смежных узлах сетки (см. рис. 1) может 
быть достаточно высокой; для рядов отстоящих 
на два и более шага сетки оценки взаимной 
корреляции могут оказаться статистически 
незначимыми. В такой ситуации целесообразно 
рассматривать динамику температуры в узле ij 
только в зависимости от смежных узлов, обоз-
наченных на рисунке 1. Аналогично строится 
схема зависимости для любого другого узла. 
Векторная авторегрессия в виде векторного 
марковского процесса для узлов, показанных 
на рисунке 1, примет вид системы уравнений
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Здесь x t ll ( ), ,...,= 1 5  – вектор, составленный 
по схеме рисунка 1 для рассматриваемого узла 
сетки и включающий значения в смежных уз-
лах; al  – вектор параметров соответствующего 
уравнения.

Рассмотрим, например, авторегрессионное 
уравнение в узле с координатами ij, учитывая 
изменения состояний атмосферы:
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Для построения уравнений состояния 
a f tml ml= ( )  необходимо определить признаки, 
по которым можно было бы оценивать однород-
ность статистических данных. Допустим, что 
изменение среднесуточной температуры во 
многом определяется процессом адвекции [7], 
тогда в качестве такого признака можно при-
нять конечно-разностную оценку градиента 
температуры в каждом узле пространственной 
сетки – — = ( ; ),d di j  где компоненты вектора 
градиента оцениваются центральными разно-
стями di i j i jx x= -+ -1 1, , ,  d j i j i jx x= -+ -, , .1 1  Если 
градиент, вычисленный в окрестности узла с 
координатами i,j не изменяется (или почти не 
изменяется) во времени, то с определенными 
допущениями можно считать, что состояние 
атмосферы в данной окрестности стабильно, 
параметры aml  также не меняются во времени.

Классы однородной статистики будем стро-
ить по двум признакам: направлению и длине 
вектора-градиента.

Теперь необходимо научиться находить 
классы однородной статистики и внутри этих 
классов получать МНК-оценки параметров 
модели (3). Для построения классов можно 
предложить следующую процедуру.

Пусть длина и направление вектора —  ог-
раничены соотношениями: 

 — Œ —[ , ],max0  (4)

 a Œ[0°, 360°), (5)

где a  – угол между вектором —  и векто-
ром (0, 1).

Разобьем промежутки в правой части соот-
ношений (4) и (5) на несколько меньших, оди-
наковых промежутков Dxi ,  i k= 1 1,..., ; и Da j , 

j k= 1 2,..., ;  т а к и х ,  ч т о 

D Dx xi
i

i
i

∪ ∩= — = Δ[ , ];max0 ; Da j
j
∪ =  [0°, 360°); 

Da j
j
∩ = Δ . Получим два множества классов 

длин и направлений вектора градиента: { Dxi }, 
{ Da j }. Прямое произведение этих множеств 
даст множество классов ( Dxi , Da j ). Каждая 
пара значений длины вектора —  и угла a  
внутри класса ( Dxi , Da j ) определяется изме-
ренными значениями температуры в смежных 
узлах сетки

 — = - + -+ - + -( ) ( ) ;, , , ,x x x xi j i j i j i j1 1
2

1 1
2  (6)

 cos .a
d

=
—

j  (7)

Соотношения (6) и (7) означают, что попа-
дание в тот или иной класс полностью опреде-
ляется измеренными значениями температур 
x x x x xi j i j i j i j= - + - +( ; ; ; ), , , ,1 1 1 1  и определяет возмож-
ность каждому классу ( Dxi , Da j ) ставить в 
однозначное соответствие некоторое подмно-
жество однородных статистических данных и 
вектор оценок ˆ (ˆ ; ˆ ; ˆ ; ˆ ; ˆ )., , , , ,a a a a a am i j i j i j i j i j= - + - +1 1 1 1

Продолжая эти рассуждения, при неограни-
ченном увеличении количества классов 
( k k1 2Æ • Æ •, ) приходим к возможности 
следующей замены аргументов в уравнении 
состояния

 a t a x t a xml ml ml( ) ( ( )) ( ).= =  (8)

Это означает, что состояние процесса полно-
стью определяется входным вектором измерен-
ных температур в момент времени t. Этот вывод 
представляет собой главную особенность моде-
лирования динамики температуры в узлах 
пространственной сетки.

Следует отметить, что по статистическим 
данным внутри класса однородности можно 
п о л у ч а т ь  М Н К - о ц е н к и  п а р а м е т р о в  – 
ˆ (ˆ ; ˆ ; ˆ ; ˆ ; ˆ )., , , , ,a a a a a am i j i j i j i j i j= - + - +1 1 1 1

2. МЕТОДИКА ПОСТРОЕНИЯ МОДЕЛЕЙ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ДИНАМИКИ 

ВЕКТОРНОГО МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКОГО 
ПРОЦЕССА

Построение моделей будем начинать с опре-
деления классов однородной статистики в каж-
дом узле сетки, используя в качестве признака 
классификации длину и направление вектора 
градиента температур. Очевидно, что чем боль-
ше классов удастся выделить, тем больше осно-

 

Рис. 1. Фрагмент схемы измерения 
метеорологических показателей, шаг сетки 

по параллелям и меридианам составляет 2,5°

Модель анализа динамики векторного метеорологического процесса
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ваний для допущения об однородности статис-
тики. Однако число классов будет ограничи-
ваться требованием репрезентативности выбор-
ки и получения статистически значимых оценок 
параметров моделей авторегрессии.

Методику построения моделей будем опи-
сывать для узла сетки с координатами ij. Для 
смежных узлов сетки методика аналогична.

Для каждого класса однородной статистики 
найдем МНК-оценки одного уравнения вектор-
ной авторегрессии (2). То есть, найдем оценки 
вектора a a a a a am i j i j i j i j i j= - + - +( ; ; ; ; ),, , , , ,1 1 1 1  для k-
го класса однородной статистики. В результате 
получим совокупность уравнений вида
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где К – число классов; x DkŒ ; Dk – k-й класс 
однородной статистики.

Вычислим для каждого класса выборочное 
среднее -x x x x xk k

i j
k
i j

k
i j

k
i j= - + - +( ; ; ; ), , , ,1 1 1 1  и поставим 

ему в соответствие вектор оценок параметров 
ˆ (ˆ ; ˆ ; ˆ ; ˆ ; ˆ )., , , , ,a a a a a ai

k
i j
k

i j
k

i j
k

i j
k

i j
k= - + - +1 1 1 1  Таким образом, 

получили таблично заданную оценку зависимос-
ти вектора параметров âi

k  от вектора входов x k .
Для аппроксимации этой зависимости целе-

сообразно воспользоваться универсальным 
аппроксиматором в виде искусственной нейрон-
ной сети (ИНС) – многослойного персептрона. 

Таким образом, искомая система уравнений 
состояний атмосферы будет задана в оператор-
ном виде 

 ˆ ( ) ( ; ; ; ; ),, , , , ,a x F x x x x xm m i j i j i j i j i j= - + - +1 1 1 1  (10)

где F
m

 – ИНС, играющая роль нелинейного 
оператора.

Полная модель векторной авторегрессии с 
изменяющимися состояниями для анализа ди-
намики процессов в n смежных узлах сетки 
будет иметь вид

 x t a x ti m l( ) ˆ ( );+ =1  (11)

 ˆ ( ) ( );a x F xm l m l=  (12)

 i m l n, , , ..., .= 1  

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ АПРОБАЦИЯ 
МОДЕЛИ ДИНАМИКИ ВЕКТОРНОГО 

ПРОЦЕССА

Для экспериментальной апробации исполь-
зовались статистические данные реанализа 
параметров атмосферы [6] за 2008 год, приве-
денные к среднесуточным значениям. Рассмат-
ривались процессы изменения температуры при 
геопотенциале 300 ГПа (что позволяет не учи-
тывать приземные факторы) в узле сетки с ко-
ординатами -70° северной широты; 2,5° восточ-
ной долготы .

Графическое отображение временного ряда 
в рассматриваемом узле показано на рисунке 2. 
Очевидно, что показанный процесс нестацио-
нарен, содержит возрастающий тренд, гармо-

Рис. 2. Процесс изменения температуры в узле сетки с координатами –70° северной широты; 
2,5°восточной долготы

М. Г. Матвеев, В. В. Михайлов, М. Е. Семенов, Е. А. Сирота
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нические составляющие и резкое изменение 
поведения в окрестностях трехсотого дня.

Согласно предложенной методике модели-
рования в рассматриваемом узле было выделе-
но 16 классов однородной статистики. В резуль-
тате в узле оказалось семь классов с непредста-
вительным объемом выборки и далее эти классы 
не рассматривались. 

С использованием МНК было построено 9 
авторегрессионных уравнений, номера которых 
соответствуют номерам классов, получены 
оценки соответствующих векторов параметров 
âk , которым в соответствие поставлены выбо-
рочные средние x k . Результаты представлены 
в таблице 1.

В качестве оператора F был принят трех-
слойный персептрон с четырьмя нейронами 
входного слоя, четырьмя нейронами скрытого 
и пятью нейроном выходного слоя. Для обуче-
ния сети использовалась инструментальная 
среда MATLAB 10. В качестве функций акти-
вации входного и скрытого слоя использовалась 
сигмоидальная функция «logsig», для выход-
ного слоя линейная функция «purelin». Обуче-
ние ИНС производилось с помощью алгоритма 
Levenberg-Marquardt («trainlm»).

Для оценки эффективности полученной 
модели динамики векторного процесса с пере-
менными состояниями производилось сравне-
ние результатов этой модели с моделями в виде 
многослойного персептрона, моделью Сугено с 
векторной авторегрессией, моделью Сугено с 
многослойным персептроном. Модель Сугено 
представляет собой систему нечетких продук-
ционных правил, где каждое правило составле-
но для своего класса однородной статистики. 
Заключение каждого продукционного правила 

содержит либо модель векторной авторегрессии, 
либо многослойный персептрон. Моделирова-
ние во всех случаях осуществлялось на одной и 
той же статистике, что обеспечило возможность 
сравнения результатов. Для последних трех 
моделей использовались методики моделирова-
ния, описанные в [1, 5]. В качестве показателя 
эффективности каждой модели использовался 
коэффициент детерминации

 R
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x t( ) , (̂ )x t  – фактические и расчетные значения 
уровней ряда соответственно, x  – среднее зна-
чение уровня ряда.

Также для сравнения использовался пока-
затель процентной погрешности прогноза 
MAPE 
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Считается, что MAPE не должен превышать 
10–12 %.

Результаты моделирования показаны в таб-
лице 2.

Численные эксперименты, проведенные в 
других узлах сетки, показали аналогичные ре-
зультаты.

4. ВЫВОДЫ

Результаты сравнения моделей, представ-
ленные в таблице 2, показывают работоспособ-
ность и очевидное преимущество модели дина-
мики векторного процесса с переменными со-

Таблица 1.
Соответствие векторов средних и векторов оценок параметров 

№
класса

Вектор
средних, x k

Вектор 
оценок параметров, âk

1 (-56,39; -52,68; -53,85; -54,60) (1,35; -0,03; -0,52; -0,003; 0,21)
2 (-56,51; -53,85; -54,80; 52,00) (-6,15; 0,015; 6,80; -0,00004; 0,34)
3 (-58,05; -58,94; -58,00; -56,98) (-5,30; 0,005; 6,28; 0,000015; 0,007)
4 (-55,22; -54,42; -54,27; -56,72) (1,17; 0,0037; -0,23; 0,0028; 0,049)
6 (-55,30; -54,33; -56,66; -54,75) (0,78; -0,076; -0,166; 0,057; 0,40)
7 (-56,37; -55,46; -55,96; -55,10) (1,31; -0,00005; -0,34; 0,0016; 0,014)

11 (-57,58; -56,33; -54,22; -54,98) (1,36; -0,0005; -0,40; 0,00007; 0,029)
15 (-54,66; -49,92; -43,32; -42,49) (-4,25; -0,0016; 5,22; 0,000025; 0,017)
16 (-56,04; -56,94; -53,72; -58,56) (1,61; -0,00013; -0,70; 0,00001; 0,09)

Модель анализа динамики векторного метеорологического процесса
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стояниями перед другими подходами к модели-
рованию нестационарной динамики.

Однако главным результатом проведенного 
исследования можно считать эксперименталь-
ное обоснование возможности использования 
моделей векторной авторегрессии с переменны-
ми параметрами для анализа динамики неста-
ционарных процессов в метеорологии.
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