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ВВЕДЕНИЕ

Моделирование самых различных физичес-
ких и биологических процессов, перечень кото-
рых далеко не исчерпывается следующими 
явлениями: процессы в сетях волноводов, де-
формации и колебания стержневых решёток, 
деформации упругих сеток и струнно-стержне-
вых систем (см., например [8]), диффузия в 
сетях (см., например [2]), распространение 
электрического потенциала в нейроне и нейрон-
ных сетях, бифуркация вихревых течений в 
жидкости, гемодинамика, колебания сложных 
молекул, расчёт гидравлических сетей – приво-
дит к уравнениям гиперболического типа (см., 
например, [3])

 
u x t q x u x t u x t

x t
xx tt( , ) ( ) ( , ) ( , )

,

- =
Œ >( )G 0

 (1)

в котором G  – геометрический граф, а ко-
эффициент q x( )  – есть конечная линейная 
комбинация d  и ¢d  функций с носителями в 
точках из G

 q x k x x k x xi i j j
ji

( ) ( ) ( ).= - + ¢ -ÂÂ d d� �  

Особенностью поставленной задачи является 
выведение из рассмотрения реакции опоры на 

приложенные возмущения, которое полностью 
реализуется только в поведении струны. Возмож-
ность конструирования плоскостных структур, 
как жёстко связанных друг с другом в горизон-
тальной плоскости с узлами совершающими 
колебания в вертикальной плоскости, так и в 
условиях упругой связи узлов даёт нам представ-
ление о моделях систем, устойчивое существова-
ние которых при наличии возбуждения всех 
узлов сети одновременно обусловлено упругими 
свойствами связей между этими объектами. Та-
кие системы, к примеру, можно ассоциировать 
большими экономическими системами (БЭС) в 
условиях резких изменений внешней среды 
(кризисные состояния). Интерес в этом случае 
представляет решение следующих проблем:

1. Какова должна быть прочность упругой 
связи структурно нечувствительных к возбуж-
дению субъектов, доставляющих устойчивость 
существования БЭС в целом.

2. Прогнозирование состояния упругих свя-
зей в любой наперёд заданный промежуток 
времени для любого субъекта (узла сети).

Какова должна быть реакция субъекта (с 
возможным изменением его характеристик) на 
возмущение всей сети для сохранения упругих 
связей с другими узлами сети.

Наиболее многогранным видится подход, в 
котором решение уравнения (1) может быть 
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представлено в явном виде, подходящем для 
построения вычислительных алгоритмов, на-
иболее пригодных к использованию вычисли-
тельных мощностей ЭВМ.

ПОСТРОЕНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО 
АЛГОРИТМА 

Рассмотрим колебания в вертикальной 
плоскости следующих систем:

 
Рис. 1. 

 
Рис. 2.

Определённые графически модели систем, 
могут быть описаны задачей
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где �  определяет длину, а k  – жёсткость, 
j ŒC 2 0[ ; ],�  а  l1  и  l2 определяются как: 
l y y ky2 = ¢ +( ) ( ),� �  l y y1 0= ( )  или l y y1 0= ¢( ),  пе-
ременная t  – определяет время.

Целью рассмотрения задачи (2) является 
получение численного алгоритма способного 
описать решение с любой наперёд заданной 
точностью.

Определение. Функцию g x t s( , , ) , являющу-
юся решением задачи (2) заменой j( )x  на , на-
зовём фундаментальным решением задачи (2).

Замечание. Функция G x s( , )  – функция 
Грина краевой задачи 
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Утверждение 1. Фундаментальное решение 
задачи (2) представимо в виде аналога формулы 
Даламбера-Эйлера (см., например, [11])

 g x t s g x t s g x t s( , , ) ( , ) ( , ) ,= + + -( )1
2

� �  (3)

где �g y s( , )  определена соответственно:

 при - £ - < -� �y n s2
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(L yp
q ( )  – ортогональные многочлены Лагерра с 

параметрами p и q),
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Более того � �g y s g y s( , ) ( , )- = -  при y ≥ 0 .
Доказательство представления фундамен-

тального решения в виде (3) основано на пред-
ставлении решения смешанной задачи (2) в 
виде аналога формулы Даламбера-Эйлера:

 u x t x t x t( , ) ( ) ( ) ,= + + -( )1
2

y y  

а так же представлении функции y( )y  на любом 
полуинтервале вида [( ) ,( ) )2 1 2 1n n- +� �  (n Œ N
) в виде конечной суммы:
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(см., например, [6]).
Утверждение 2. Решение u x t( , )  задачи (2) 

представимо в виде

 u x t g x t s s ds
l

( , ) ( , , ) ( ) .= - ¢¢Ú j
0

 (5)

Доказательство непосредственно вытекает 
из свойств функции g x t s( , , ),  среди которых 
распространение скачков производной g x t s( , , )  
вдоль характеристик и их совпадение по моду-
лю (см., например, [7]), а так же исходя из его 
представления в виде (3).

В итоге, численный алгоритм решения за-
дачи (2) фактически представляет алгоритм 
приближённого вычисления интеграла (5).

Построенный на основании утверждений 
1-2 численный алгоритм поиска решения за-
дачи (2) позволяет находить решение задачи 
с любой наперёд заданной точностью для до-
статочно больших временных промежутков, 
при этом количество вычислений и точная 
оценка погрешности (метода) будут зависеть 
лишь от выбора алгоритма численного интег-
рирования.

Для сравнения построенной вычислитель-
ной схемы проведём, для примера, сравнение с 
весьма распространённым методом решения 
подобных задач: разностной схемой, основан-
ной на теореме о среднем для волнового урав-
нения.

Итак, разностная схема рассмотренной мо-
дели колебания струны будет иметь следующий 
вид (см., например, [1], [10])
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где x ih= , t jq=  ( i n= 0, , j m= 0, , n m, Œ N ) 
разбиение сеткой области D R= +( , ) .0 � ∪

Известно (см., например, [9]), что после 
замены задачи (2) указанной разностной схе-
мой получим погрешность аппроксимации 

Численное решение задач о колебаниях
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(метода) порядка h2  (в предположении сущес-
твования ограниченных производных u x t( , )  до 
четвёртого порядка включительно). Однако 
данный классический сеточный метод имеет 
недостатки, к которым следует отнести:

– все оценки погрешности в доказательстве 
сходимости последовательных приближений 
определены в предположениях об искомом ре-
шении, поэтому являются недостаточными в том 
отношении, что в них входят максимальные 
значения модулей производных некоторого 
порядка от разыскиваемого решения; причём 
эти значения должны быть определены из до-
полнительных соображений или же вычислены 
приближённо по найденным приближённым 
значениям функции, путём замены этих произ-
водных их выражениями через разности или 
разностные отношения;

– для вычисления решения в какой-то мо-
мент времени необходимо найти значения этого 
решения на всех предыдущих временных слоях, 
что при достаточно больших значениях момен-
тов времени выглядит «неэкономично».

Замечание. В приведённом выше сравнении 
применения разностной схемы для решения 
задачи (2) мы ограничились лишь моделью 
колебания для случая l y y1 0= ( );  случай же 
l y y1 0= ¢( )  анализируется аналогично, с точнос-
тью до замены.

ОБОБЩЕНИЕ 
ЧИСЛЕННОГО АЛГОРИТМА 

НА МОДЕЛЯХ 
КОЛЕБАНИЙ СЕТЕЙ

Обозначим через S k k y�; ; ; ( )1 2 j( )  (аналог 
задачи (2)):
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k k1 2 0, ≥  (не исключена возможность и k1 = +•  
и/или k2 = +• ).

З а м е ч а н и е .  Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч и 
S k k y�; ; ; ( )1 2 j( )  применим численный алгоритм, 
основанный на (5). Возможность примене-
ния численного алгоритма, основанного 
на (5), в случае 0 1 2< ◊ < +•k k  будет оговорена 
ниже.

Рассмотрим колебания в вертикальной 
плоскости, например, следующих систем:

 
Рис. 3. 

 
Рис. 4.

 
Рис. 5.

 

Рис. 6.
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В каждой из систем была оказана внешняя 
мгновенная сила, придавшая системе (струн) 
начальную деформацию j( )x , после чего ника-
кого внешнего воздействия на систему не ока-
зывалось (подобные модели, но более простые 
и в частном случае рассмотрены, например, 
см. [4], [5]).

Каждая из моделей, приведённая выше, 
аналитически может быть описана задачей (1) 
при условиях

 
u x h t

x h D x t

( , )

, ( ),

+ ◊ =

Œ ∂ Œ ≥( )
0 0

0G
 (7)

 
u x x u x

x
t( , ) ( ), ( , )

.

0 0 0= =
Œ( )

j
G

 (8)

По аналогии с (6), будем обозначать через 
B Y k k xm �; ; ; ; ( )1 2 j( )  – задачу (1), (7)-(8) (пони-
мается как [7]) на графе-звезде, где k1  – коэф-
фициент, определённый для общей вершины 
степени m , которую договоримся обозначать 
через a , а k2  – коэффициент, определённый для 
всех остальных вершин, которые будем обозна-
чать через b b bm1 2, , ,… .

Покажем, что для задачи B Y k k xm �; ; ; ; ( )1 2 j( )  
так же применим численный подход отыскания 
решения, основанный на (5).

Утверждение 3. Пусть существует u x t( , )  – 
решение задачи (1), (7)-(8). Тогда оно единс-
твенно.

На рассматриваемом графе-звезде G  опре-
делим ориентацию следующим образом: 

h
b a

b ai
i

i=
-

-( )1
.

Определим m  вспомогательных операторов 
заданных на j : G Æ R :

 F x
m

a x a h

x

i
i

m

j j( ) = + -( )
Œ

=
Â( ) ,

1

1

G
 (9)

 

G x

F x a x a h x

a x a h F x x

i

i

i i

j

j j g

j j g

( ) =

=
( ) - + -( ) Œ

+ -( ) - ( ) Œ

( )

( ) ,

( ),

,

1

0 xx iŒ ( )

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô G \ g g1 ∪

 (10)

Определение. Класс начальных данных 
задачи B Y k k xm �; ; ; ; ( ) ,1 2 j( )  определяемый усло-

виями j( ) ,x C RŒ ( )( )�2 G  j( ) ,x = 0  jhh x++ =( ) 0  для 

x Œ ∂G j j e j
eeh a

a h a+

Æ+
= + -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

( ) lim
( ) ( )

;
0

 jh
h D z

z+

Œ

-Â ( )
( )

jzk z- =( ) ,0  j jhh h hz z++ ++=( ) ( )
1 1

 для z JŒ ( )G  и любых 

h h D z, ( )1 Œ  D z h hn( ) : , ( )= Œ = " > "{( R 1 0e
a a h( )" Œ + ŒÈÎ ˘̊})eG G , j

h
h y

D y h

y h k( )
( )\

+ ◊ = ¥
Œ { }
Â0 �

j j hy h y( ) ( )¥ + ◊ - + ◊( )0 0  для y YŒ ( { ,Y aÃ
, , })b bm1 …  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  ч е р е з 

K Y k km
B �; ; ; .1 2( )

Утверждение 4.  Пусть y : G Æ R  и 
y Œ ( )K Y k km

B �; ; ; ,1 2  тогда F xy( )( )  и G xiy( )( )  

(для любого i m= 2, ) принадлежат классу 
K Y k km

B �; ; ; ,1 2( )  причём F a F a
h

y y
h( ) = ( )+ +

( ) ( ),  
G a G ai i hh

y y( ) = ( ) =
++

( ) ( ) 0  (для любых h, h Œ

D a( ),Œ i m= 2, ).
Доказывается проверкой выполнения усло-

вий определения класса начальных данных 
K Y k km

B �; ; ; .1 2( )
С л е д с т в и е .  Р е ш е н и е  з а д а ч и 

B Y k k xm �; ; ; ; ( )1 2 j( )  u x tj( , )  (x Œ G , t > 0 ) пред-
ставимо в виде

 u x t u x t u x tF G

i

m
ij j j( , ) ( , ) ( , ),= +( ) ( )

=
Â

2

 (11)

где u x tFj( )( , )  – решение задачи B Y km �; ; ;1(
k F x; ( )2 j( ) ) , а u x tGij( )( , )  – решение задачи 

B Y k k G xm i�; ; ; ; ( )1 2 j( )( )  ( i m= 2, ).
Утверждение 5. Пусть j( ) ; ; ; ,x K k km

BŒ /( )� 0 1 2  
где пара k k1 2,( )  принимает одно из четырёх 
значений 0,k( ) , k, 0( ) , ( , )k +•  или ( , )mk k  (k  – 
некоторое положительное число). Тогда:

1 )  u x tFj( )( , )  –  р е ш е н и е  з а д а ч и 

B k k F xm �; ; ; ; ( )/ ( )( )0 1 2 j  существует, причём для 
любого h D aŒ ( )  функция u a yh tFj( ) +( , )  не зави-
сит от выбора h  и является решением задачи 

S
k
m

k F a yh�; ; ; ( )1
2 j( ) +

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
;

2) " =( )i m2,  u x tGij( )( , )  – решение задачи 

B k k G xm i�; ; ; ; ( )/ ( )( )0 1 2 j  существует, причём 

функция u a yh tGij( ) +( , )1  является решением 

задачи S k G a yhi�; ; ; ( )+• ( ) +( )2 1j  и, кроме того, 

u a yh t u a yh tG
i

Gi ij j( ) ( )+ = - +( , ) ( , )1  и ,  е с л и 

h h hiœ{ , },1  то u a yh tGij( ) + ∫( , ) 0 .
Следствие. Решение задачи S k k y�; ; ; ( )y( )

0 < < +•( )k  существует и единственно, может 
быть представлено в явном виде в форме анало-
га формулы Даламбера-Эйлера и является ре-

шением задачи B k F x2 2
0 0

�
; ; ; ; ( )/ ( )Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

j  при 

y j( ) ( ).y F a yh= ( ) +

Численное решение задач о колебаниях
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Утверждение 6. Пусть j( ) ; ;x K am
BŒ { }(�  

;k k )1 2 , где пара k k1 2,( )  принимает одно из трёх 

значений 
k
m

, 0
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

, 
k
m

k,
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 или ( , )
k
m

+•  (k  – не-

которое положительное число). Тогда:
3 )  u x tFj( )( , )  –  р е ш е н и е  з а д а ч и 

B a k k F xm �; ; ; ; ( ){ } ( )( )1 2 j  существует, причём 

для любого h D aŒ ( )  функция u a yh tFj( ) +( , )  не 
зависит от выбора h  и является решением 

задачи S k F a yh�; ; ; ( )0 2 j( ) +( ) ;

4) " =( )i m2,  u x tGij( )( , )  – решение задачи 

B a k k G xm i�; ; ; ; ( ){ } ( )( )1 2 j  существует, причём 

функция u a yh tGij( ) +( , )1  является решением 

задачи S k k G a yhi�; ; ; ( )2 1j( ) +( )  и, кроме того, 

u a yh t u a yh tG
i

Gi ij j( ) ( )+ = - +( , ) ( , )1  и ,  е с л и 

h h hiœ{ , },1  то u a yh tGij( ) + ∫( , ) 0 .
Из (11), а также утверждений 5-6 непосредс-

твенно вытекает возможность применения 
численного алгоритма описанного в утвержде-
ниях 1-2 (основанного на (5)) для отыскания 
решения колебательных моделей обозначенных 
как B Y k k xm �; ; ; ; ( )1 2 j( ) .

Таким образом, полученные решения мате-
матически обеспечивают алгоритм решения 
волнового уравнения на геометрическом графе 
с d  сингулярным возмущением средствами 
программного продукта, разработанного в сре-
де C++.
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