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ВВЕДЕНИЕ

Классические модели систем массового 
обслуживания (СМО) основаны на моделях 
«гибели и размножения», которые предопре-
деляют некоторую изолированность рассмат-
риваемой системы от внешней среды. В [1] 
предложены альтернативные модели СМО с 
отказами на основе марковских форм с неза-
мкнутыми (внешними) потоками событий. 
Наличие внешних потоков в явном виде поз-
воляет стыковать подобные модели между со-
бой, легко увеличивая таким образом размер-
ность модели, например, для многофазных 
систем массового обслуживания.

Существенный научный интерес представ-
ляет сравнение параметров СМО, полученных 
в соответствии с классическим подходом [2], с 
параметрами СМО, рассчитанными на моделях 
с незамкнутыми потоками событий. В данной 
статье проведено подобное сравнение для систем 
массового обслуживания с отказами. Кроме 
того, впервые предложены незамкнутые модели 
СМО с очередями, для которых получены общие 
формулы расчета параметров и выполнен срав-

нительный с классической теорией анализ по-
лученных результатов.

ОДНОКАНАЛЬНАЯ СМО С ОТКАЗАМИ

Рассмотрим модель одноканальной СМО с 
отказами. Граф потоков событий и состояний 
системы приведен на рис. 1.

Эта модель достаточно подробно рассмотре-
на в [1]. В частности, показано, что
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Выражение (1) определяет вероятность от-
каза в обслуживании заявки для одноканальной 
СМО, с учетом того факта, что отказ происходит 
в случае, когда канал занят.

Отсюда легко получить прочие параметры 
СМО:
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Рис. 1. Граф потоков событий и состояний 

одноканальной СМО с отказами
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Таким образом, параметры предложенной 
модели полностью совпадают с результатами 
классической теории для систем массового об-
служивания. Вместе с тем, с практической 
точки зрения гораздо больший интерес пред-
ставляют многоканальные системы массового 
обслуживания с отказами и с очередями.

МНОГОКАНАЛЬНАЯ СМО С ОТКАЗАМИ

Граф потоков событий и состояний для ра-
зомкнутой модели многоканальной СМО с от-
казами имеет вид, приведенный на рис. 2.

 
Рис. 2. Граф потоков событий и состояний 

многоканальной СМО с отказами

В стационарном режиме для каждого из 
состояний может быть записано условие ра-
венства сумм входящих и выходящих потоков 
событий:

 l l m◊ = + ◊-P Pi i1 ( ) .  (5)

Это уравнение получается из соответствую-
щего дифференциального уравнения при ра-
венстве производной нулю. Отсюда имеем:
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Окончательно:
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Очевидно, что отношение интенсивностей 
потоков, возводимое в степень, всегда меньше 
единицы, поскольку величина m  в рассматри-
ваемой модели не равна нулю. Следовательно, 
справедливо соотношение 1 > P1 > P2 > P3 > 
>…> Pn > 0, кроме того 
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Можно сделать вывод, что все величины P
i
 

в полной мере удовлетворяют требованиям, 

предъявляемым к вероятности по опреде-
лению.

Основная особенность полученных соотно-
шений состоит в том, что события, которым 
отвечают вероятности P

i
, не составляют полную 

группу, а сумма вероятностей не равна единице, 
как это имеет место в классической теории. 
Вместе с тем, рассматриваемые случайные со-
бытия являются взаимно зависимыми. Каждый 
i-й канал может оказаться занятым только при 
условии, что заняты все каналы с меньшими 
номерами. Вероятность отказа СМО в целом 
равна вероятности такого события, что заняты-
ми окажутся все каналы:
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где r l m= /  – нагрузка СМО.
В классической теории СМО выражение (9) 

трактуется как вероятность отказа n независи-
мых одноканальных СМО. Это нельзя считать 
верным утверждением, поскольку вероятности 
P

i
 взаимосвязаны. Адекватным представлением 

n независимых одноканальных СМО на основе 
рассматриваемого подхода будет граф потоков 
событий и состояний, приведенный на рис. 3.

 
Рис. 3. Граф потоков событий и состояний 

n независимых одноканальных СМО

Как можно видеть, поток входящих заявок 
сначала равновероятно делится на n потоков, 
каждый интенсивностью l / n , и только затем 
каждый из этих новых потоков направляется в 
отдельную одноканальную СМО. Заявка в i-ой 
СМО может получить отказ даже тогда, когда 
все остальные свободны. Суммарная интенсив-
ность исходящего потока отказов равна
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Вероятность отказа составит: 
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С учетом того факта, что относительная про-
пускная способность СМО определяется как 
q = 1 – P

отк
, окончательно имеем следующие 

оценки относительной пропускной способности 
n-канальной СМО с отказами:
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для классической модели;
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для модели с незамкнутыми потоками;
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для независимых одноканальных СМО.
Сравнение полученных результатов для 

10-канальной СМО приведено на рис. 4.

  
Рис. 4. Зависимость пропускной способности

 СМО от нагрузки r

Можно видеть, что асимптотическое пове-
дение моделей одинаково, как в случае сни-
жения, так и в случае увеличения нагрузки 
системы. 

При r Æ 0  количество поступающих в сис-
тему заявок в единицу времени снижается, и 
для любой из моделей относительная пропуск-
ная способность стремится к максимальному 
значению, равному единице. Для классической 
модели эффект достижения максимальных 
значений пропускной способности при сниже-
нии нагрузки выражен значительно сильнее, 
чем для других моделей.

При увеличении нагрузки r Æ •  относи-
тельная пропускная способность системы q 
стремится к нулю. При значениях нагрузки, 
превышающих количество каналов в 10 раз, 
зависимости становятся практически неразли-
чимыми. Однако, достаточно сложно признать 
эти области изменения аргумента представля-
ющими какой-либо практический интерес. 

На рабочем склоне характеристики значе-
ния относительной пропускной способности 
существенно отличаются. Вероятность обслу-
живания потока в n-канальной СМО, согласно 
предложенным оценкам, может превышать 
вероятность обслуживания потока в n однока-
нальных СМО на величину DP=0,1.  В то же 
время классическая теория повышает эту оцен-
ку еще на 0,2 по вероятности. Разности оценок 
в рабочей области имеют тенденцию к возрас-
танию с ростом количества каналов в СМО 
и напротив, для одноканальной СМО зависи-
мости имеют одинаковый вид.

Выявленная разница в оценках, как пока-
зывает анализ, определяется тем, что в класси-
ческой модели происходит некоторое проре-
живание входного потока заявок. При осво-
бождении каналов в классической модели 
происходит переход по графу состояний, и в 
этот момент начинается заново отсчет времени 
до очередного события в потоке. Таким обра-
зом, оценки пропускной способности СМО, 
получаемые согласно классической теории 
следует признать несколько завышенными. 
Вместе с тем, погрешность оценки на величину 
0,2–0,3 по вероятности может играть весьма 
существенную роль при разработке новых 
систем. Учитывая этот факт, становится оче-
видным также известное из инженерной прак-
тики правило о необходимости предусмотреть 
15–20 % запас пропускной способности сис-
темы массового обслуживания. Предложенные 
модели дают возможность получения адекват-
ных оценок параметров СМО.

МНОГОКАНАЛЬНАЯ СМО 
С ОЖИДАНИЕМ

Модель многоканальной СМО с ожиданием 
(с очередью) на основе марковских форм с вне-
шними потоками событий существенно отлича-
ется от разомкнутой модели СМО с ожиданием. 
Собственно очередь можно рассматривать как 
самостоятельную систему массового обслужи-
вания, обеспечивающую входящий поток для 

Аналитический расчет параметров разомкнутых марковских моделей систем массового обслуживания
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каналов обслуживания. Граф потоков событий 
и состояний модели приведен на рис. 5.

 
Рис. 5. Граф потоков событий и состояний 

СМО с ожиданием

Правая часть графа представляет многока-
нальную СМО, функционирующую с полной 
нагрузкой, если только в очереди имеются ожи-
дающие обслуживания заявки. Интенсивность 
потока, связывающего очередь с каналами об-
служивания, равна nm . Очевидно, что с этой же 
интенсивностью происходит продвижение за-
явок в очереди. Напротив, пополнение очереди 
происходит с интенсивностью входящего пото-
ка l.  Такова же интенсивность потока заявок, 
получивших отказ в случае, когда все места в 
очереди заняты.

Можно видеть, что если величина nm  задана, 
то параметры системы полностью определяются 
аналитическим описанием левой части графа, 
включающей в себя состояния S

i
. Уравнения 

имеют следующий вид:
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Кроме того, для очереди в целом может быть 
записано условие равенства входящих и выхо-
дящих потоков:

 l l m= ◊ + ◊P Pm 4 1  (16)

Решая уравнения (15) с использованием урав-
нения (16) в качестве вспомогательного на отде-
льных этапах решения, получим обобщенную 
формулу для вероятности каждого из состояний:
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Следует иметь в виду, что выражение (18) 
имеет искусственно введенную неопределен-
ность в точке l m= n .  Переходя к нагрузке СМО 
r,  для чего поделим числитель и знаменатель 
на ( )n mm +1 , окончательно имеем:
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Вероятность отказа определится как веро-
ятность состояния S

m
, откуда получаем расчет-

ные соотношения для параметров СМО с ожи-
данием:
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Результаты сравнения полученных резуль-
татов с классической теорией приведены на 
рис. 6. Расчеты проведены для значений r = 5  
и n = 3.

Полученные оценки отображены на рис. 6 
сплошной линией. Можно видеть, что, как и для 
случая СМО с отказами, полученные оценки 
вероятности отказа превышают известные из 
классической теории (последние показаны 
штриховой линией). Следует отметить, что по-
лученные оценки могут иметь несколько завы-
шенные значения для очереди длиной 1–2 
места, в силу существенного различия моделей 

                        P
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m i m i m i m i m i
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СМО с отказами и с ожиданием. В частности, 
для одного места в очереди вероятность отказа 
превышает эту же вероятность для СМО с отка-
зами, рассчитанную согласно (9) (на рис. 6 – то-
чечная линия). В настоящее время цена еди-
ничного места в очереди для хранения инфор-

Числителем выражения (17) является по-
лином степени (m – i), умноженный на величи-
ну l i , а знаменателем – полином степени m. 
Домножая числитель и знаменатель на величи-
ну ( ),l m- n  получим:
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мации сравнительно невелика, а риск, сопря-
женный с потерей информации, может быть 
критичным. Поэтому полученные оценки пред-
ставляются более адекватными целям проекти-
рования СМО с требуемым уровнем вероятнос-
ти успешной обработки информации. Более 
того, для числа мест в очереди m>10 оценки 
вероятности отказа сходятся, что дает полную 
уверенность в их достоверности. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Применяя предложенный в настоящей ста-
тье подход и доказанные расчетные соотноше-
ния, возможно получение адекватных оценок 
параметров СМО. Эти оценки по сравнению с 
классической теорией диктуют более жесткие 

 
Рис. 6. Сравнение расчетных параметров 

СМО с классической теорией

требования к разрабатываемой системе, что 
весьма актуально с точки зрения минимизации 
потерь, сопряженных с отказом в обслуживании 
заявки. Кроме того, модели с незамкнутыми 
входами и выходами позволяют легко наращи-
вать анализируемую структуру. Отдельными 
элементами этой структуры, как показано в 
третьей части статьи, могут являться накопите-
ли в виде очередей, параметры которых легко 
оцениваются исключительно на основе интен-
сивностей входящих и исходящих из накопи-
теля потоков, без привязки к виду и архитекту-
ре конкретного потребителя. На этой основе 
могут быть построены модели многофазных 
СМО и даже сетей массового обслуживания с 
множеством подсетей, организованных самым 
различным образом. Последнее особенно акту-
ально в современных условиях глобального 
развития инфокоммуникационных технологий, 
когда проектируемые системы и сети имеют 
очень сложную и разветвленную структуру. 
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