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ВВЕДЕНИЕ

Впервые обратный маятник изучался в ра-
боте [1]. Экспериментально стабилизация об-
ратного маятника с помощью колебаний подве-
са была рассмотрена П. Л. Капицей и описана 
в его работе [2]. Было показано, что за счет ос-
цилляций опоры достаточно высокой частоты 
можно добиться не просто стабилизации маят-
ника в перевернутом состоянии, а даже устой-
чивого вертикального положения. В дальней-
шем в его работе [3] была рассмотрена стабили-
зация перевернутого маятника горизонтальны-
ми колебаниями, с помощью которых так же 
удалось добиться его устойчивого верхнего по-
ложения. Исследование данной механической 
системы были активно продолжены в ряде работ 
Ф. Л. Черноусько [9], [10].

Сейчас описанную в работах [2], [3] меха-
ническую систему, которую теперь принято 
называть «маятником Капицы», можно встре-
тить в совершенно различных сферах нашей 
жизни – от роботостроения до ракетных и даже 
космических технологий. Может показаться, 

что обратный маятник является полностью 
изученным, но если предположить, что в под-
весе присутствует обыкновенный люфт (напри-
мер, вследствие износа деталей или же будучи 
введенным намеренно, как в рулевом управле-
нии автомобиля), то добиться стабилизации 
верхнего положения становится гораздо труд-
нее. Люфт в опоре маятника – это один из видов 
гистерезисных зависимостей. Задачи, в которых 
гистерезисные явления играют существенную 
роль, встречаются в физике, химии, биологии, 
экономике и этот список можно продолжать 
бесконечно. В статье приводится подробное 
описание полученных результатов по стабили-
зации обратного маятника посредством гисте-
резисного управления. 

Похожая система, но с вертикальным осцил-
лирующим подвесом, была рассмотрена в рабо-
те [7], где были получены условия стабилизации 
маятника. Несмотря на сходство рассматрива-
емой в данной работе задачей с исследования-
ми [7] в результате получены совершенно 
другие результаты и принципы стабилизации.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье рассматривается математическая 
модель стабилизации маятника, шарнирно за-
крепленного на цилиндре, движение которого 
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вызывается горизонтальным перемещением 
поршня (рис. 1). 

Уравнения движения, описывающие дина-
мику этой системы, и начальные условия имеют 
вид:
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 (1.1)

 u t u h x t( ) = ÈÎ ˘̊ ( )G 0, ,  (1.2)

где j( )t  – отклонение маятника от вертикали, 
u t( )  – закон движения цилиндра раствора h, 
x t( )  – закон движения поршня, трактуемый как 
управление.

Уравнение (1) описывает входно-выходные 
соотношения гистерезисного преобразователя-
люфта.

Ниже рассматривается ситуация, когда дви-
жение поршня происходит с постоянным по 
абсолютной величине ускорением

 ��x k const= = .  

 
Рис. 1. Обратный маятник 

с гистерезисным управлением

Будут рассматриваться малые отклонения 
маятника, поэтому в дальнейшем используется 
линеаризованная постановка уравнения (1.1)
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Целью данной работы является изучение 
возможной стабилизации обратного маятника 
в окрестности вертикального положения и ис-
следование различных аспектов динамической 
системы, описывающей его поведение.

1.1. ГИСТЕРЕЗИСНЫЙ 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ – ЛЮФТ

В дальнейшем используется операторная 
трактовка гистерезисных нелинейностей в 
смысле М. А. Красносельского, А. В. Покровс-
кого [4]. 

Выход преобразователя-люфта на монотон-
ных входах описывается соотношением:
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которое иллюстрирует рис. 2.

 
Рис. 2. Динамика входно-выходных 

соответствий люфта

С помощью специальной предельной конс-
трукции и полугруппового тождества действие 
оператора распространяется на все кусочно-
монотонные входы:
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Необходимо отметить, что наличие операто-
ра гистерезисного типа в уравнении (1.3) ос-
ложняет стабилизацию маятника в целом, за-
ставляя «предсказывать» его будущее положе-
ние, так как управляющее воздействие, вообще 
говоря, будет являться запаздывающим.

2. СТАБИЛИЗАЦИЯ

2.1. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ЗАДАЧИ СТАБИЛИЗАЦИИ

Рассмотрим управление маятником по при-
нципу обратной связи, т.е. вход гистерезисного 
преобразователя в (1.3) подчиним соотноше-
нию:

 ��x k sign= +( ),aj w  (2.1)

где a > 0.
Уравнение (1.3) представим в эквивалент-

ной матричной форме, предварительно опреде-
лив главный момент инерции A ml= 2  и произ-

ведя замену B
g
l

= :
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 соответственно. Если в 

какой-то момент времени координаты системы 
окажутся на прямой Bj w+ = 0 , то в дальней-
шем, при отсутствии управления, фазовые 
координаты будут асимптотически стремиться 
к нулю. Поэтому на идейном уровне управление 
должно быть устроено таким образом, чтобы 
сохранять фазовые координаты в окрестности 
этой прямой.

На каждом промежутков постоянства ��u  
систему можно проинтегрировать:
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и j0 , w0  – начальное отклонение маятника, а 
��u0  – ускорение движения цилиндра на проме-

жутке постоянства.
Поведение системы (2.2) на всем временном 

интервале определяется реккурентным соотно-
шением:
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где tk  – моменты времени смены управления, 
jk -1  и wk -1  значения угла и угловой скорости в 
момент времени tk -1 , а ��utk -1

 – ускорение движе-
ния цилиндра на промежутках [ , ]t tk k-1 .

2.2. ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ 
ДИССИПАТИВНОСТИ 

КОЛЕБАНИЙ МАЯТНИКА
Уравнение (1.3) называется диссипатив-

ным, если существует такая ограниченная об-
ласть W  на произведении фазового пространс-
тва системы (2.2) и пространства состояний 
гистерезисного преобразователя (1.4), что для 
любых начальных значений ( , , )j w0 0 u Œ W , ре-
шения уравнения (1.3) будут оставаться равно-
мерно ограниченными. Иными словами система 
называется диссипативной, если найдется такая 
область в фазовом пространстве и согласован-
ная с ней область в пространстве состояний 
гистерезисного преобразователя, что решение, 
начавшееся в этой области, не уходит в беско-
нечность.

Теорема 1.
Для того чтобы движение маятника было 

диссипативным достаточно выполнения усло-
вия

 e B
kB
g

Bt j w0 0+ £ , (2.7)

где t = 2h
k

 – время преодоления поршнем 

длины цилиндра.
Доказательство.
Рассмотрим фазовый портрет уравнения 

(1.3) при ��u = 0 : видно, что попадая на прямую 
Bj w+ = 0  фазовые координаты будут стре-
миться к нулевому положению равновесия.

 
Рис. 3. Фазовый портрет

Таким образом, если управление, опреде-
ленное соотношением (2.1), способно довести 
маятник до прямой Bj w+ = 0 , то система будет 
стабилизирована. Из соотношения следует 
(2.6), что время необходимое для перемещения 
фазовых координат уравнения (1.3) на прямую 
Bj w+ = 0  можно следующим образом:

Стабилизация, рассинхронизация и оптимальное управление обратным маятником...
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Положим 

 y t B t t( ) = ( ) + ( )j w ,  (2.7)

Предположим, что в начальный момент 
времени y t0( ) = e . Найдем время, за которое 
фазовые координаты системы (2.2) под воздейс-
твием управления переместятся в положение 
y tc( ) = 0 .
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Предположим теперь самый неудобный для 
стабилизации вариант, когда поршень находит-
ся на противоположном для направления свое-
го движения конце цилиндра, тогда исходя из 
решения уравнения (1.1) и описания операто-
ра (1.4), получим, что за время прохождения 

цилиндра маятник окажется в положении 
j
w

t

t

Ê

Ë
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Подставив (2.10) в (2.9), получим:
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Уравнение имеет действительные решения 
лишь когда
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Теорема доказана.

2.3. НЕИДЕАЛЬНОЕ РЕЛЕ 
В ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

Измерительные устройства любых механи-
ческих систем не всегда работают идеально, 

поэтому представляет интерес задача стабили-
зации  обратного маятника, когда в управлении 
заранее заложена погрешность. Предположим, 
что эта погрешность фиксирована, тогда уско-
рение движения подвеса маятника, трактуемое 
как управление, будет подчинено выходу пре-
образователя неидеального реле:
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где e > 0 .
Подробное описание этого преобразователя 

и его свойств  приведено в [8].
Здесь e  – можно трактовать как погреш-

ность измерения величины Bj w+ . Будем 
предполагать выполненным неравенство

 e < kB
g

,  

в противном случае погрешность измерения не 
позволит стабилизировать маятник.

Динамика изучаемой системы с неидеаль-
ным реле в обратной связи описывается урав-
нениями:
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Предположим, что в начальный момент 
времени y t0( ) = e . Найдем время, за которое 
фазовые координаты системы (2.12) под воз-
действием управления переместятся в положе-
ние y tc( ) = -e .
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Такой же промежуток времени необходим 
управлению, чтобы переместить фазовые коор-
динаты из положения y t0( ) = -e  в y tc( ) = e , в 
этом можно убедиться, проделав аналогичные 
действия (2.12).
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Таким образом, полный период управле-
ния (2.11) длится 2tc , при этом y t y tc2 0( ) = =( ) e . 
Аналогичное утверждение верно и при выпол-
нении условия y t( )0 = -e . Если же y t( )0 π e  и 
y t0( ) π -e , то за конечный промежуток времени 
под воздействием управления (2.11) фазовые 
координаты рассматриваемой системы перейдут 
в положение y t( ) = e  или y t( ) = -e .

Обратимся к вопросу об устойчивости реше-
ний системы (2.11).

Теорема 2.
Система (2.11) с начальными условиями 

j w e0 0 0( ) = ( ) = ±,     имеет асимптотически 
устойчивое по Ляпунову периодическое решение, 
представляющее собой замкнутый контур:
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при t tc c£ <q 2  с областью притяжения реше-

ния B
kB
g

j w0 0+ < .

Доказательство.
Управление по обратной связи с неидеаль-

ным реле устроено таким образом, что значение 
y t( )  меняется от e  до –e . Предположим, что в 
начальный момент времени выполнено условие 
y t0( ) = e . Используя (2.6) вычислим состояние 

системы (2.11) за время tc :
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Видно, что j aj( )tc = 0 , 0 1< £a , из чего 
следует вывод о том, что j0 0Æ  при t Æ • . 
Т .  к .  в  м о м е н т ы  с м е н ы  у п р а в л е н и я 
w e j= - ( ) -sign u B�� , то при помощи (2.6) мож-
но однозначно определить траекторию цикла на 
фазовом портрете системы (2.11). Фазовая траек-
тория системы (2.12) приведена на рис. 4. 

 
Рис. 4. Фазовый портрет системы (2.9)

2.5. СЛУЧАЙНЫЕ 
РАССИНХРОНИЗАЦИИ 

В УПРАВЛЕНИИ
Особый интерес представляет собой случай, 

когда измерительные приборы имеют случай-
ную погрешность в измерениях. 

После каждого полупериода управления 
системой (2.2), при отсутствии погрешности в 
измерительных приборах y  должно принять 
значение yk . При наличии же погрешности 
отклонение от исходного значения будет рав-
ным:
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где Dtk  – рассинхронизация во времени управ-
лении на k-ом полупериоде. Будем считать, что 
величина Dtk  распределена равномерно по за-
кону: 
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1
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Ï
Œ -Ô= Ì
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 (2.18)

где a > 0.
Найдем условную плотность распределения 

Dyk :
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Экспериментально построенные графики 

плотности распределения величины 
k

N
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=

Â
1

D  при-

ведены на рис. 5.

 

Рис. 5. Плотность распределения 
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a = 0.01, k = 5, l = 0.4. 
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Видно, что при увеличении времени моде-
лирования системы вероятность ее стабилиза-
ции уменьшается, т.е. рассинхронизация фак-
тически лишает маятник возможности остаться 
в вертикальном положении.

3. ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ

3.1. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ
Во многих технических задачах требуется 

не только стабилизировать систему, но и добить-
ся асимптотически оптимальных характерис-
тик. В рассмотренной задаче стабилизации 
обратного маятника этому соответствует мини-
мизация функционала, определяющего откло-
нение маятника от вертикального положения:

 J
T B

dt
t

T

= +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃Ú

1
2

1

0

2
2

2j w .  (3.1)

При выполнении уравнений, описывающих 
динамику системы (2.2) необходимо достичь 

минимизации функционала (3.1). Отметим, что 
поставленная задача не является классической 
задачей оптимального управления, т.к. управ-
ление следует искать лишь среди функций 
стабилизирующих систему (2.2), т.е. при вы-
полненных фазовых ограничениях:

 B t t
kB
g

j w( ) ( ) .+ £  (3.2)

Таким образом, на физическом уровне зада-
ча свелась к минимизации среднеквадратично-
го отклонения маятника от вертикального по-
ложения.

Теорема 3. Пусть задана система уравне-
ний (2.2) с начальными условиями, удовлетво-
ряющими условию диссипативности маятника. 
Тогда существует   управление, определяемое 
соотношением (1.4), минимизирующее функци-
онал (3.1), при этом траектория движения 
будет целиком лежать в области диссипатив-
ности. 

Доказательство.
Следуя принципу максимума Понтрягина, 

выпишем гамильтониан для системы уравне-
ний (2.2) и функционала (3.1):
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Составим систему сопряженных уравне-
ний [5]

 �l l= - +A
T

QxT 1
, (3.4)
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Будем искать решение системы (3.5) в 
виде 
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¯
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Введем в рассмотрение вектор-строку 
C C C= ( ,   )1 2 , которая вместе с матрице P состав-
ляет решения системы алгебраических уравне-
ний, полученной на основе подставки (3.6) 
в (3.5):

 A P PA Q C CT T+ = - + ,  (3.6)

 PM = 0.  (3.7)

Решив (3.7)-(3.8) получим:
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Введем виртуальный выход системы y Cx=
. Воспользовавшись свойством 8.1 из [5], нахо-
дим управление, которое минимизирует функ-
ционал (3.4):

 u u h ksign
B

= ÈÎ ˘̊ +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ê
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ˆ

¯̃
“ 0

1
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Н е о б х о д и м о  о т м е т и т ь ,  ч т о  п р я м а я 

j w+ =1
0

B
 должна являться множеством ну-

левой динамики ([6], п. 3.2.2). Из чего следует 
доказанность теоремы.

Оптимальное управление, следуя теореме, 
сначала перемещает фазовые координаты сис-
темы (2.2) в положение y t( ) = 0  и, затем, пре-
кращается. Такое управление стабилизирует 
маятник в верхнем положении,  но в реальных 
системах труднореализуемо, поэтому рассмот-
рим задачу оптимального управления в иной 
постановке.

3.2. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ В 
КЛАССЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим систему, описывающую динами-
ку изменения фазовых координат маятника с 
неидеальным реле в измерительном устройстве:
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Положим, что в начальный момент времени 
поршень находится на правом конце цилиндра 
и начальное положение маятника удовлетворя-
ет условию y( ) .0 = -e

Определим теперь периодическое управле-
ние, состоящее из четырех этапов, и найдем 
фазовые координаты системы (3.12) после 4 
этапов:

1) Прохождение поршнем длины цилиндра 

за время t = 2h
k

,

2) Управление маятником ( ��u k= - ) до вы-
полнения условия y t( ) = e ,  

3) Прохождение поршнем длины цилиндра 
в противоположном к 1) направлении,

4) Управление маятником ( ��u k= ) до выпол-
нения условия y t( ) = -e .

На проведение действий 2 этапа требуется 
затратить время tc , которые можно вычислить 
аналогично (2.19):
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Для 4 этапа требуется такой же промежуток 
времени, вычисляемый аналогично (3.13).

Таким образом, положение маятника после 
периода воздействия управления примет вид:
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Обозначим период управления систе-
мой (3.14) через Tp . Предположим, что сущес-
твует техническая возможность варьирования 
ускорения движения поршня в опоре маятника, 
тогда выпишем зависимость Tp  от k :
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e
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2

2
e

et

.  (3.14)

Экспериментально была получена зависи-
мость значения целевого функционала от k  
(рис. 6). Как видно величина целевого функци-
онала будет наименьшей при минимальном 
ускорении, обеспечивающем стабилизацию 
маятника. 

Также были построены фазовые траектории 
системы (3.11) при различных значениях k .  На 
рис. 7 приведен фазовый портрет этой системы 
при значении ускорения близком к минималь-
но возможному, обеспечивающему стабилиза-
цию, при заданных параметрах.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные результаты позволяют не толь-
ко точно предсказать поведение маятника с 
гистерезисным управлением (п. 2.1), но и оп-
ределить условия диссипативности системы в 
окрестности верхнего положения в зависимос-
ти от начального отклонения маятника и физи-
ческих параметров системы (п. 2.2). Введение 
неидеального реле в обратной связи позволило 
описать периодические режимы системы (2.2). 
Исследовано влияние малых рассинхронизаций 
на стабилизацию маятника. Рассмотрена зада-
ча оптимального управления, решение которой 
позволяет строить гистерезисное управление, 
минимизирующее среднеквадратическое откло-
нение маятника от положения равновесия.
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