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Аннотация. В работе представлен метод обработки последовательности изображений, позво-
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ВВЕДЕНИЕ

Графическое разрешение ограничено физи-
ческими параметрами системы. Это является 
проблемой во многих приложениях, связанных 
с получением изображений. Графические сис-
темы получают искаженные или неполные 
изображения, если плотность их чувствительных 
матриц недостаточна высока. Одним из вариан-
тов увеличения разрешения изображений явля-
ется увеличение чувствительных элементов 
матрицы, однако при этом возрастает стоимость 
оборудования. Альтернативный подход – это 
реализация методов обработки изображений, 
позволяющих повысить разрешение. Одним из 
таких методов является метод многокадрового 
сверхразрешения (СР) [1–6]. При его исполь-
зовании достигается эффект восстановления 
изображения с высоким разрешением (ВР) из 
некоторого количества изображений с низким 
разрешением (НР). При этом НР-изображения 
представляют собой различные взгляды на одну 
и ту же сцену и смещены на доли пикселя.

Целью данной работы является синтез алго-
ритма обработки последовательности изобра-
жений, позволяющий построить изображение 
со сверхвысоким разрешением на основе при-
нципов калмановской фильтрации. В работах 
[2–6] рассматривается подход к построению 
СР-изображений, с применением фильтра Кал-
мана. В данной работе предложен способ ис-

пользования фильтра Калмана применительно 
к задаче построения сверхразрешения изобра-
жения в блочной реализации, позволяющей 
сократить размерность матриц, используемых 
при построении алгоритма восстановления 
изображения с высоким разрешением.

МОДЕЛЬ ИЗОБРАЖЕНИЯ 
В ЗАДАЧЕ СВЕРХРАЗРЕШЕНИЯ

Изначально полагается, что в качестве на-
блюдаемых данных выступает последователь-
ность НР-изображений y

k
, где k K= 1,..., . 

Изображения имеют размер M M¥  пикселей 
и представлены в ходе последующего анализа 
как одномерный вектор, полученный после 
соответствующей развертки исходной матрицы. 
В качестве оцениваемых данных рассматрива-
ется последовательность изображений x

k
 с 

высоким разрешением, где каждое изображение 
имеет размер L L¥ , (L M>  в m  раз). Каждое 
НР-изображение связано с соответствующим 
ВР-изображением соотношением

 y H x v
k k k k

= + ,  (1)

где H
k

 – матрица прореживания, которая осу-
ществляет преобразование изображения с вы-
соким разрешением x

k
 в изображение с низким 

разрешением y
k

 и моделирует процесс про-
странственного усреднения при получении 
наблюдаемого изображения; v

k
 – вектор адди-

тивного гауссовского шума с нулевым матема-
тическим ожиданием и матрицей ковариации 
R I= s

R
2 .
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Далее предполагается, что последователь-
ность ВР-изображений x

k
 удовлетворяет сле-

дующему уравнению:

 x F x w
k k k k+ = +

1
,  (2)

где F
k

 – матрица сдвига, характеризующая 
геометрические взаимные деформации (смеще-
ния) изображений x

k+1
 и x

k
, соответствующие 

перемещению камеры и/или объекта в процес-
се получения изображений; w

k
 – гауссовский 

шум с нулевым математическим ожиданием и 
матрицей ковариации Q I= s

Q
2 .

Рассмотрим системные матрицы, участвую-
щие в (1) и (2). Для понижения разрешения 
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г д е  i M= 1,..., ,  j M= 1,..., ,  p m= 1,..., , 
q m= 1,..., . Например, матрица, понижающая 
разрешение изображения размером 4 4¥  пик-
селя в 2 раза, выглядит следующим образом:

H
k
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Рис. 1. Иллюстрация работы матрицы 
прореживания H

k
 при понижении разрешения 

в 2 раза

ВР-изображения используется матрица проре-
живания H

k
. Вид этой матрицы определяет 

способ получения НР-кадра из ВР-изображе-
ния. Предполагается, что матрица остается не-
изменной от кадра к кадру. В данной работе 
матрица подобрана таким образом, что, каждо-
му пикселю в y

k
 соответствует значение левого 

верхнего пикселя в блоке, размера m m¥  пик-
селей, в x

k
, что показано на рис. 1.

Заполнение матрицы прореживания для 
изображения размер M M¥  пикселей при по-
нижении разрешения в m  раз происходит в 
соответствии со следующей формулой:

 H
k r t

kh=
,

( ) ;

Матрица сдвига F
k

 характеризует переме-
щение датчика относительно сцены от кадра к 
кадру. Это перемещение осуществляется по 
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известному закону и содержит глобальные 
сдвиги. В данной работе предполагается исполь-
зование простейшей модели оптического пото-
ка, при которой большинство пикселей изобра-
жения x

k
 получены из изображения x

k-1
. Для 

каждого такого пикселя соответствующая стро-
ка в матрице сдвига содержит один элемент 
равный единице на позиции, которая отражает 
адрес пикселя-источника в предыдущем изоб-
ражении. Остальные элементы строки равны 
нулю. Таким образом, матрица F

k
 имеет вид 

единичной матрицы со смещенной главной 
диагональю. Параметры смещения зависят от 
того в какую сторону и на сколько пикселей 
необходимо сдвинуть изображение. Например, 
для сдвига изображения размер M M¥  на 1 
пиксель влево по оси 0X , диагональ смещает-
ся на M  элементов вправо. Матрица F

k
 для 

смещения изображения размером 4 4¥  пик-
селя на 1 пиксель влево выглядит следующим 
образом:

Оценка �x
k k|

 – оценка состояния объекта вида 
«точка в точке»; основой ее получения является 
апостериорная плотность распределения 
P( | )x y

k
k . Оценка �x

k
 и является СР-изображе-

нием. Оценка �x
k k+1|

 – это экстраполяция состо-
яния объекта на один шаг вперед; ее основой 
получения является апостериорная плотность 
распределения P( | )

|
x y
k k

k
+1

. Данная оценка 
используется для перехода к новой оценке 
�x
k+1

 
Пусть известна оценка �x x y

k k k
k

|
M[ | ]-

-=
1

1  
для k -го шага и матрица ковариации ошибки 
P
k k k k|

M[ ]- =
1

e eT , где ошибка e
k k k k

= - -x x�
| 1

 ха-
рактеризует отклонение x

k
 от условного мате-

матического ожидания �x
k k| -1

.
Тогда каждый раз, когда увеличивается k , 

на вход фильтра Калмана будет поступать новое 
наблюдение (НР-изображение) y

k
, при этом 

вносится уточнение оценки состояния объекта 
управления x

k
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
СООТНОШЕНИЯ ФИЛЬТРА 

КАЛМАНА ПРИ ПОСТРОЕНИИ 
СВЕРХРАЗРЕШЕНИЯ 

ИЗОБРАЖЕНИЙ

В процессе обработки требуется по получен-
ной совокупности наблюдений y y yk

k
= { }

1
,...,  

за k  шагов получить оптимальные в средне-
квадратичном оценки �x

k k|
, �x

k k+1|
 вектора x

k+1
.
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Блочный алгоритм построения сверхразрешения изображений с использованием фильтра Калмана
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Рекуррентное выражение для оценки �x
k k+1|

 
на k + 1  шаге имеет вид
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Рекуррентное выражение для матрицы P
k k+1|

 
на k + 1  шаге имеет вид

 P F P F Q
k k k k k k k k+ + += = +

1 1 1| |
M[ ] .e eT T  (6)

На первом шаге �x
1 0|

 и P
1 0|

 известны как на-
чальные условия. Начальное значение оценки 
изображения и матрицы ковариации ошибки 
определяется из априорной информации об 
оцениваемом изображении. Если о нем ничего 
неизвестно, можно предположить, что каждый 
пиксель изображения с одинаковой вероятнос-
тью может принимать любое доступное значе-
ние. Таким образом, значения пикселей оцени-
ваемого изображения представляют собой 
стандартную равномерно распределенную слу-
чайную величину. Если считать, что диапазон 
значений такой величины равен D , то её среднее 
значение m и дисперсия D вычисляется как

 m = D
2

, D = D2

12
. 

Изначально известен диапазон значений D , 
которые может принимать каждый пиксель 
изображения (от 0 до 255 или от 0 до 1, как в 
данном эксперименте). Тогда �x

1 0|
 представляет 

собой вектор, каждый элемент которого равен 
среднему значению, то есть m. Матрица кова-
риации ошибки P

1 0|
 определяется как

 P I
1 0|

= D , 

где I  – единичная матрица.

БЛОЧНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА 
ФИЛЬТРАЦИИ

Одной из проблем реализации данного алго-
ритма является необходимость учета краевых 
эффектов, которые возникают при применении 
формулы (5) из-за того, что крайний столбец 
смещаемого изображения (оценки) заполняется 
нулевыми элементами (пиксели x

k+1
, которые не 

могут быть получены из x
k

). Для изображения, 
смещаемого влево, эту ситуацию иллюстрирует 
рис. 2,а. Так же, нулями заполняется и соответс-
твующая часть матрицы ковариации ошибки. 
Это неверно, так как в этом случае выходит, что 
ошибка в крайнем столбце между оценкой и 
оцениваемым изображением равна нулю, что не 
соответствует действительности. Это повлияет на 
расчет матрицы весов – получается, что оценка 
в этом месте корректироваться не будет.

Одним из вариантов решения – учесть новые 
значения пикселей в w

k
, как это сделано в [2]. 

При этом вектор w
k

 содержит значения край-
них пикселей для x

k+1
, а в матрице P

k k+1|
 соот-

ветствующие значения учитываются с помощью 
матрицы Q .

Другим вариантом является дополнение 
соответствующих элементов матрицы F

k
 еди-

ничными значениями, что эквивалентно ини-
циализации соответствующих элементов x

k+1
 и 

P
k k+1|

. Так для матрицы сдвига изображения 
размером M M¥  на 1 пиксель влево, единицы 
дополняются по диагонали:

 F
k i i

kf=
,
( ) ;  

 f
i M M M

i M Mi i
k

,
( ) , ( ) ,..., ,

, , ...,( ) .
=

= - +
= -

Ï
Ì
Ô
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1 1 1

0 0 1

2

 (7)

В этом случае будет дублироваться соседний 
столбец, как это показано на рис. 2, б.

Рис. 2. Смещение изображения за счет матрицы F
k

 
а) без дополнения матрицы единицами; б) с дополнением матрицы единицами
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Матрица сдвига, дополненная единицами по 
диагонали имеет вид:

F
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, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

0 0 0 0
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0 0 0 0 0 1 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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По большому счету не важно, как заполня-
ются пустые элементы в матрице сдвига. Дуб-
лируемые пиксели в оценке будут пересчитаны 
при коррекции, если в весовой матрице W

k
 для 

соответствующих элементов не будет нулевых 
строк. Чтобы избежать нулевых строк в весовой 
матрице, следует не допустить их в матрице 
ковариации ошибки. Предлагаемая структура 
матрицы сдвига позволит предотвратить этот 
эффект.

При использовании нескольких матриц 
сдвига, например, для смещения влево и вправо, 
крайние столбцы изображения-оценки могут 
потеряться. Так при смещении изображения 
влево, левый столбец теряется, а при последую-
щем смещении изображения вправо вместо 
утерянного левого столбца дублируется сосед-
ний столбец. Подобная ситуация возникает с 
матрицей ковариации ошибки, так как в её пе-
ресчете так же участвует матрица сдвига (6).

Чтобы решить эту проблему, можно искус-
ственно расширять каждое НР-изображение и 
изображение-оценку на m  пикселей с каждой 
стороны, а после обработки вырезать из центра 
полученного изображения-оценки регион, со-
ответствующий исходному размеру изображе-
ния. Размер системных матриц так же увели-

чится соответственно размеру обрабатываемых 
изображений. Таким образом, теряться будут 

искусственно дополненные столбцы и строки, 
что не скажется на изображении-оценке. В об-
щем случае ширину границ определяет вид 
матрицы H

k
.

Еще одна проблема реализации метода кал-
мановской фильтрации – чрезмерно большой 
размер матриц, которые нужно обрабатывать 
при получении ВР-изображений. На практике 
это приводит к возникновению эффектов рас-
ходимости алгоритма фильтрации. Решением 
служит обработка изображений блоками. 
В этом случае НР-кадры делятся на блоки, 
которые обрабатываются как отдельные изоб-
ражения. При этом обрабатывается не единая 
последовательность НР-изображений, а парал-
лельно несколько последовательностей блоков, 
на которые делятся НР-изображения. В итоге 
получится оценка для каждой последователь-
ности блоков, которая по окончании процесса 
обработки собирается в одно результирующее 
изображение. Данная ситуация продемонстри-
рована на рис. 3. При этом все блоки одного 
изображения используют одну и ту же матрицу 
ковариации ошибки, так как она меняется при 
переходе к другому изображению, но не меня-
ется при переходе между блоками одного изоб-
ражения.

Блочный алгоритм построения сверхразрешения изображений с использованием фильтра Калмана
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Рис. 3. Блочная обработка последовательности 
НР-изображений

При поступлении очередного НР-изображе-
ния gk  размером M M¥  пикселей, оно преоб-
разуется в изображение f k , расширенное на m  
пикселей с каждой стороны (размером 
M m M m+( ) ¥ +( )2 2 ):

 f g
m i m j
k

i j
k i M j M+ + = = =

, ,
, , ..., , , ..., .1 1  (8)

Изображение делится на B  блоков по вер-
тикали и по горизонтали, каждый блок имеет 
размер b b¥ , где b M B= / . Соответственно, 
имеется массив изображений оценок �x  для 
каждого блока, длина массива B B¥ , каждый 
элемент в нем расширен на m  пикселей с каж-
дой стороны и развернут в вектор размером 
b m+( ) ¥2 1

2
. При обработке блока из расши-

ренного НР-изображения f k  извлекается соот-
в е т с т в у ю щ и й  р е г и о н  sp q,  р а з м е р 
b m b m+( ) ¥ +( )2 2 :

 s fp q

m p b m i m q b m j

k,

,
,=

+ -( ) - + + -( ) - +1 1
 (9)

где i b m j b m= + = +1 2 1 2,..., , , ..., ,  p B= 1,..., ,  
q B= 1,..., . Регион sp q,  раскладывается в вектор 
по столбцам, таким образом преобразуется в 
вектор yp q, . Уравнение (4) в данном случае име-
ет вид

 � � �x F x FW y H xp q
k
p q

k k
p q

k
p q, , , , ,= + -( )  (10)

 P F P F Q
k k k k k k+ = +

1| |
.T  (11)

После обработки всех НР-изображений, каж-
дый элемент массива �xp q,  преобразуется в дву-
мерный вектор, у которого обрезаются m  пиксе-
лей с каждой стороны. Из полученных элементов 
формируется результирующее изображение-
оценка. Точность восстановления изображения 
на краях блоков зависит от вида матрицы H

k
, а 

так же от количества пикселей, на которое блок 
расширяется с каждой стороны.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА

Прежде всего необходимо доказать досто-
верность алгоритма, основанного на фильтра-
ции Калмана. Этим доказательством может 
послужить совпадение теоретической и прак-
тической ошибки оценивания и восстановления 
изображений. В качестве теоретической ошиб-
ки выступает след матрицы ковариации, рас-
считанной в ходе работы алгоритма по форму-
ле (11). В качестве практической ошибки вы-
ступает след усредненной по N  реализациям 
реальной матрицы ковариации ошибки, вычис-
ленный как

 d
Nk i

t
k k i
t

i

M

t

N

= -ÂÂ
==

1 2

11

2

( ) ,( )
| ,

( )x x�  (12)

где k  – номер последнего шага фильтрации; 
t  – номер реализации, �x

k k i| ,
 – оценка i -го пик-

селя, полученная на k -м шаге в t -й реализа-
ции; x

i
 – значение i -го пикселя изображения 

(сгенерированного случайного поля), оценива-
емого в процессе t -й реализации эксперимента. 
При каждой реализации в качестве исходного 
изображения генерируется случайное поле, 
затем из него создается последовательность НР-
изображений, которую обрабатывает алгоритм. 
В результате работы алгоритма имеем оценку 
исходного изображения по серии НР-изобра-
жений (СР-изображение) и матрицу ковариа-
ции ошибки. При проведении опыта показана 
хорошая точность вычислений. 

На рис. 4, а представлена зависимость следа 
матрицы ковариации ошибки, полученной эк-
спериментальным и теоретическим путем от 
числа реализаций. На рис. 4, б показана зави-
симость средней квадратичной ошибки между 
исходным и восстановленным изображением от 
величины шума s

R

На рис. 5, б представлен результат повыше-
ния разрешения в 4 раза из 16 НР-изображений, 
полученных из оригинального изображения 
рис. 5, а. НР-изображения смещены друг отно-
сительно друга на 0.25 пикселя. Величина 
шума: s

R
= 0 05. .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе приведен метод построения 
сверхразрешения нескольких НР-изображений, 
основанный на процедуре фильтрации Калмана. 
За счет блочной обработки изображений сокра-
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щается размерность матриц, используемых при 
реализации алгоритма фильтрации. При этом 
появляется возможность параллельной обра-
ботки блоков одного изображения.
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