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ВВЕДЕНИЕ

В различных областях системного анализа 
используются дифференциальные уравнения с 
различными свойствами [1]. Одним из инстру-
ментов решения подобных уравнений являют-
ся ряды Фурье [2, 3]. Наиболее эффективным 
является метод быстрых разложений [4, 5], 
которые сходятся значительно быстрее класси-
ческих рядов Фурье, допускают многократное 
почленное дифференцирование [6] и имеют 
высокую точность [7]. Для решения краевой 
задачи с условиями Дирихле необходимо пред-
ставить искомую функцию быстрым разложе-
нием, а коэффициенты разложения определить 
поточечным методом [7]. Подобная ситуация 
возникает при рассмотрении различных нели-
нейных прикладных задач [8], например, при 
нахождении прогибов упругой балки, диффе-
ренциальное уравнение которой имеет вид [9] 
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Следует отметить, что представление функ-
ции быстрым разложением обеспечивает высо-
кую точность при последующем использовании 
поточечного метода вычисления коэффициен-
тов Фурье. Неизученным является вопрос о 
выборе оптимального способа разбиения отрез-
ка при реализации поточечного метода. 

ПОТОЧЕЧНЫЙ МЕТОД 
ВЫЧИСЛЕНИЯ 

КОЭФФИЦИЕНТОВ 
БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ

Быстрое синус-разложение функции f x( )  
0 1£ £( )x  представляется суммой граничной 

функции специального вида и быстрого ряда 
Фурье по синусам и косинусам
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где a
0
* , a

m
* , b

m
*  – коэффициенты Фурье, M x

p2 ( )  
и M x

p2 1- ( )  – граничные функции. Из класса 
полиномов наименьшей степени x  эти функ-
цию можно взять в виде [4]
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При вычислении коэффициентов Фурье 
существует проблема «неберущихся» интегра-
лов. Для ее решения, в основном, используют 
квадратурные формулы, например [10, 11]. 
Данные формулы применяются для заранее 
заданных функций, наделенных некоторыми 
свойствами. Однако если функция заранее не-
известна и она должна быть определена из ре-
шения некоторой краевой задачи, то примене-
ние подобных формул становится затруднитель-
ным. Поэтому для решения подобной проблемы 
предлагается поточечный метод определения 
коэффициентов a

0
* , a

m
* , b

m
*  [7].

В рядах (1) обычно ограничиваются конеч-
ным числом слагаемых, которое обозначается 
через n, т.е. 
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По аналогии с выражениями (3) функцию 
f x( )  приближенно представим в виде
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Отличие выражений (4) от (3) заключается 
в определении коэффициентов a

0
* , a

m
* , b

m
*  и a

0
, 

a
m

, b
m

: коэффициенты a
0
* , a

m
* , b

m
*  определяют-

ся интегралами, тогда как a
0

, a
m

, b
m

 будем 
определять поточечным способом.

В случае быстрого синус-разложения, об-
ласть x Œ ÈÎ ˘̊0 1,  разбивается равномерно на n + 1  
промежуток n  внутренними расчетными точ-
ками, а для косинус-разложения область раз-
бивается на n + 2  промежутка. Затем записы-
ваются равенства (4) в каждой расчетной точке 
и получаются линейные системы алгебраичес-
ких уравнений относительно a

0
, a
m

, b
m

:
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где п – количество неизвестных коэффициентов 
a
m

 или b
m

. Значения x = 0  и x = 1  не исполь-
зуются, т.к. на концах отрезка уравнения (5) и 
(6) обращаются в тождества. 

При решении краевой задачи с условиями 
Дирихле производные искомой функции, вхо-
дящие в M x

p2 ( )  и M x
p2 1- ( ) , неизвестны, поэто-

му для их нахождения требуются 2p  дополни-
тельных расчетных точек. При этом возникает 
вопрос о том, как лучше расположить дополни-
тельные расчетные точки внутри отрезка [0,1] 
для достижения наилучшей точности вычисле-
ний. Исследуем два варианта распределения 
расчетных точек: равномерный и специальный. 
При равномерном способе все расчетные точки 
(включая и дополнительные) будут разбивать 
отрезок [0,1] на (n p+ +1 2 ) промежутков, в 
случае синус-разложения и на (n p+ +2 2 ) 
промежутков для косинус-разложения. Если 
использовать специальное разбиение, то будем 
поступать следующим образом. Отрезок [0,1] 
разбивается равномерно на n +( )1  промежутков 
n  расчетными точками, а дополнительные 2p  
точек с некоторыми координатами x

i
*  i p= ∏( )1 2  

расположим на крайних (первом и последнем) 
промежутках. Алгоритм их расположения сле-
дующий: при использовании M

2
 по одной до-

полнительной расчетной точке возьмем в сере-
динах первого и последнего промежутков с 
координатами 

О способе нанесения расчетных точек на отрезок при реализации поточечного метода...
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При использовании M
4

 к точкам (7) необ-
ходимо добавить еще две точки, расположенные 
в серединах двух крайних промежутков длиной 
h 2 :
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В общем случае при использовании гранич-
ной функции M x

p2 ( )  координаты дополнитель-
ных расчетных точек определяются по форму-
лам
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Если используется косинус-разложение, то 
отрезок [0,1] разбивается равномерно на n + 2  
промежутка, а принцип расположения допол-
нительных 2p  точек остается неизменным. 
Координаты дополнительных расчетных точек 
можно определить по формулам
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С целью выяснения эффективности распо-
ложения расчетных точек для указанных двух 
вариантов был проведен вычислительный экс-
перимент с различными функциями f x( ) , 
имеющими участки с большой кривизной и 
множеством точек перегиба. Оба фактора созда-
ют вычислительные трудности, что подтверж-
дается ниже, а также следует из примеров, 
приведенных в [12].

АНАЛИЗ ПОГРЕШНОСТИ БЫСТРЫХ 
РАЗЛОЖЕНИЙ ФУНКЦИИ 

И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ 
ПРИ РЕШЕНИИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

С УСЛОВИЯМИ ДИРИХЛЕ

В качестве исследуемых функций с большим 
количеством точек перегиба были выбраны 
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Зависимости (8) на отрезке [0,1] имеют k  то-
чек перегиба, а число 0 2.  выбрано для того, что-
бы при x = 1  значения аргумента не были крат-
ными p , что создает дополнительные вычисли-
тельные трудности и увеличивает погрешность.

Во внутренних точках отрезка [0,1] относи-
тельная погрешность функции и ее производ-
ных до 2 1p +( )  порядка включительно исследо-
валась по формуле 

 d = ◊D N 100% , 

где D  – абсолютная погрешность функции 
(производной), N  – максимальное значение 
функции (производной). Результаты экспери-
ментов покажем на примере функции sin .5 2px , 
имеющей пять точек перегиба. Сначала рассмот-
рим быстрое синус-разложение. Графики зави-
симости относительной погрешности d( )x  при 
p = 1  и десяти расчетных точках для f x( )  и ¢f x( )  
приведены на рис. 1.

В дальнейшем, будем обозначать относи-
тельную погрешность функции и ее производ-
ных, как d( )f  и d( )( )f i  соответственно, а зави-
симость d( )x  для функции и ее производных 
обозначим через d( , )f x  и d( , )( )f xi . 

Установлено, что при равномерном разбие-
нии качественный вид зависимостей d( , )f x  и 

Рис. 1. Относительная погрешность быстрого синус-разложения: 
а) – функции f x( ) , б) – первой производной ¢f x( )

А. Д. Чернышов, В. В. Горяйнов
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d( , )( )f xi  при любом i не зависит от выбора па-
раметра p  граничной функции, причем качес-
твенно этот график для всех производных оди-
наков (как на рис. 1,б) и отличается от вида 
графика d( , )f x . Следует отметить, что зависи-
мость d( )x  для четных производных при равно-
мерном разбиении в краевой задаче с условия-
ми Дирихле качественно отличается от подобной 
зависимости для случая, когда известны произ-
водные функции на границах [7]. При равно-
мерном разбиении максимальная погрешность 
d

max
( )( )f i  для любого i находится на правой гра-

нице отрезка [0,1] (см. рис. 1,б), а d
max

( )f  нахо-
дится вблизи x = 1  (хотя и вблизи границы 
x = 0  d

max
( )f  больше, чем во внутренних точ-

ках) (см. рис. 1,а).
Поведение погрешности при специальном 

разбиении характеризуется положительной 
особенностью по сравнению с равномерным 
разбиением: за счет расположения дополни-
тельных расчетных точек вблизи границ отрез-
ка [0,1] уменьшаются d

max
( )f  и d

max
( )( )f i  при 

любом i (см. рис. 1). При этом (в случае 
d

max
( ) %f £ 1  и d

max
( )( ) %f i £ 1 ) с ростом парамет-

ра p  ( p ≥ 3 ) погрешность на границах отрезка 
становится меньше, чем во внутренних точках, 
т.е. меняется качественный вид зависимостей 
d( , )f x  и d( , )( )f xi . Наиболее это выражено ста-
новится при использовании граничной функ-
ции M

10
. График зависимостей d( , )f x  и d( , )¢f x  

при p = 5  и пятнадцати расчетных точках при-
ведены на рис. 2. Зависимость d( )x  производ-
ных четного порядка качественно похожа на 
график d( , )f x , а нечетного порядка – на график 
d( , )( )f xi . С увеличением количества расчетных 
точек значения d

max
( )f  и d

max
( )( )f i  смещаются 

к границе x = 1 .

 

Рис. 2. Относительная погрешность быстрого 
синус-разложения для специального разбиения 

при p = 5  для n p+ =2 15

На рис. 3 представлена зависимость d( , )f x , 
характерная для быстрого косинус-разложения, 
полученная при использовании M

3
 и пятнад-

цати расчетных точках.

 

Рис. 3. Относительная погрешность быстрого 
косинус-разложения функции

При равномерном разбиении отрезка качес-
твенный вид зависимостей d( , )f x  и d( , )( )f xi  при 
любом i одинаков (что не наблюдалось при 
быстром синус-разложении) и не зависит от 
порядка граничной функции (см. рис. 3). Зна-
чения d

max
( )f  и d

max
( )( )f i  всегда достигаются при 

x = 0 . Для специального разбиения отрезка 
значения d

max
( )f  и d

max
( )( )f i  также находятся в 

точке x = 0  и качественный вид графика зави-
симостей d( , )f x  и d( , )( )f xi  будет одинаков и 
похож на рис. 3. Но в отличие от равномерного 
разбиения вид графика d( )x  будет зависеть от 
выбора граничной функции, также как и при 
быстром синус-разложении (для косинус-раз-
ложения при p ≥ 4  значения d

max
( )f  и d

max
( )( )f i  

будут находиться не в точке x = 0 , а внутри 
отрезка).

Более подробная информация о значениях 
d

max
( )f , d

max
( )¢f  и d

max
( )¢¢f  в зависимости от 

выбора граничной функции и от количества 
расчетных точек на примере синус-разложения 
для функции sin .5 2px  представлена в таблице. 

Прочерки вместо значений d
max

( )f , d
max

( )¢f  
и d

max
( )¢¢f  в табл. стоят в тех случаях, когда 

быстрый ряд Фурье расходится или отсутствует. 
Это происходит при значениях параметра p ≥ 3
, так как при использовании небольшого коли-
чества расчетных точек (например n p+ =2 10
), в быстром разложении содержится мало чле-
нов быстрого ряда Фурье, а в случае граничной 
функции M

10
 ряд отсутствует. Как видно из 

табл., рис. 1 и рис. 3 специальное разбиение 
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отрезка предпочтительнее равномерного, при-
чем это становится наиболее ощутимым при 
увеличении параметра p  и количества расчет-
ных точек.

Заключение. Для решения краевой задачи 
механики с условиями Дирихле эффективно 
использование быстрых разложений. Вычисле-
ние коэффициентов разложения становится 
проблематичным, если краевая задача содержит 
иррациональные выражения. В подобных слу-
чаях можно применять поточечный метод. При 
этом для определения коэффициентов разложе-
ния следует использовать специальное разбие-
ние на концах отрезка, что позволяет повысить 
точность вычислений с незначительными вре-
менными затратами на ЭВМ.
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