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Рассмотрим систему управления с входом u  
и выходом y , динамика которой описывается 
уравнением 

 Ly u= ,  

где L  – некоторый оператор, действующий в 
подходящих функциональных пространствах. 
Очевидно, прямая зависимость выхода y  от 
входа u  может быть представлена в виде 

 y L u= 1-  

при условии, что обратный оператор L-1  сущес-
твует. Последнее соотношение называют [1] 
входо-выходным соответствием рассматрива-
емой системы. Принципиально, что тип опера-
тора L-1  может существенно отличаться от типа 
оператора L . Простейший пример: если L  – 
дифференциальный оператор, то L-1 , как пра-
вило, является интегральным оператором. Более 
сложный пример [2–6]: если L  – оператор 
свертки с мерой, то L-1  может оказаться опера-
тором свертки с обобщенной функцией.

Аналогичное усложнение типа входо-выход-
ных соответствий может происходить при до-
бавлении к системе обратной связи. Поэтому 
представляет интерес выделение классов входо-
выходных соответствий, замкнутых относитель-
но стандартных преобразований – последова-
тельного и параллельного соединений, а также 
соединений с помощью обратной связи. Один 
такой класс – разностно-интегральные входо-

выходные соответствия с суммируемой памятью 
– обсуждается в настоящей статье. Он состоит 
из разностно-интегральных операторов, мажо-
рируемых свертками с ограниченными мерами, 
не имеющими непрерывной сингулярной со-
ставляющей. Несколько менее общий близкий 
класс обсуждался ранее в [7]. Основной резуль-
тат статьи (теорема 7) утверждает, что если су-
ществует обратная связь, приводящая к входо-
выходному соответствию с суммируемой памя-
тью, то любая другая обратная связь рассмат-
риваемого класса, стабилизирующая систему, 
также приводит к входо-выходному соответс-
твию с суммируемой памятью.

1. ПРИЧИННЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Будем считать, что в пространстве Rl  фик-
сирована некоторая норма. Обозначим через 
B l( )R  алгебру всех линейных операторов 
a : R Rl lÆ  с нормой, порожденной нормой 
в Rl .

Символом 1  будем обозначать тождествен-
ный оператор, а символом 0  – нулевой опе-
ратор.

Обозначим через L
2

 пространство [9] клас-
сов (совпадающих почти всюду) измеримых 
функций x l: \ Æ R  с суммируемым квадратом 
и обычной нормой, а символом L

e2
 – расширен-

ное пространство [1], состоящее из функций 
x l: \ Æ R , каждая из которых равна нулю 
левее некоторого t

0
ŒR  (зависящего от x ) и 

сужение которой на любой ограниченный про-
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межуток [ , ]a b  суммируемо с квадратом (при 
приближении к +•  функция x  может расти 
произвольным образом). Пространство L

e2
 не 

имеет естественной нормы (но допускает естес-
твенную локально выпуклую топологию).

Для каждого t ŒR  обозначим через ( )
2
L

t
 

подпространство пространства L
2

, состоящее из 
функций, равных нулю на ( , ]-• t . Под ( )

2
L -•  

будем понимать само пространство L
2

. Линей-
ный оператор T L L:

2 2
Æ  называют [1, 6, 8] 

причинным (или каузальным), если 

 T L L t
t t

( ) ( ) , .
2 2

Õ Œ\  

Символом T L L
t t t
: ( ) ( )

2 2
Æ  будем обозначать 

соответствующее сужение. Причинность опера-
тора T  означает, что значение сигнала Tx  в 
любой момент времени t  определяется только 
предысторией сигнала x  и не зависит от пове-
дения сигнала x  в будущем. Очевидно, только 
причинные входо-выходные соответствия яв-
ляются физически реализуемыми. Очевидно 
также, что сумма и произведение причинных 
операторов снова является причинным. Предел 
причинных операторов также является причин-
ным оператором.

Аналогично определяется причинность опе-
ратора T L L

e e
:

2 2
Æ . Нетрудно показать [6], что 

каждый причинный оператор T L L:
2 2

Æ  по-
рождает однозначно определенный причинный 
оператор T L L

e e
:

2 2
Æ , но обратное не верно.

Оператор T  называют [6, 8] причинно обра-
тимым, если T -1  существует и является при-
чинным.

Предложение 1 [6, следствие 2.15]. Для того 
чтобы причинный оператор T L L:

2 2
Æ  был 

причинно обратим, необходимо и достаточно, 
чтобы операторы T L L

t t t
: ( ) ( )

2 2
Æ  были обра-

тимы (в обычном смысле) при всех t Œ -• +•[ , ) . 
Пусть T L L:

2 2
Æ  – причинный оператор. 

Для каждого t ŒR  определим оператор 

 T P PT
t t t� = ( ) ,1 1- +  

где 

 
если

если
0, ,

( )( )
( ), .t

s t
Px s

x s s t

Ï <Ô= Ì ≥ÔÓ
 

Положим T T-• =� . В отличие от T
t
 оператор 

T
t�  действует из L

2
 в L

2
.

Следствие 2. Для того чтобы причинный 
оператор T L L:

2 2
Æ  был причинно обратим, 

необходимо и достаточно, чтобы операторы 
T L L
t� :

2 2
Æ  были обратимы (в обычном смыс-

ле) при всех t Œ -• +•[ , ) . 

Доказательство. Заметим, что ( ) =T T
t t t� , в 

то время как (в обозначениях [6]) ( ) =
/ /

T
t t t� 1 . 

Оператор ( ) =
/ /

T
t t t� 1  заведомо обратим. Поэтому 

в силу [6] операторы T
t�  и ( ) =T T

t t t�  обратимы 
одновременно. Остается сослаться на предло-
жение 1. ,

Обозначим через S  множество операторов 
D  вида 

 ( )( ) = ( ) ( ) ( ) ( ),
0

=1

Dx t a t x t a t x t h
m

m m
+ -

•

Â  (1)

где h
m

ŒR , a B
m

l: \ Æ ( )R  – измеримые огра-
ниченные функции, причем 

 ess sup ess supa t a t
m

m0
=1

( ) ( ) < .+ •
•

Â  (2)

Очевидно, операторы D ŒS  переводят про-
странство L

2
 в себя и являются ограниченными, 

причем норма оператора (1) не превосходит 
величины (2).

Через Se  обозначим множество операторов 
D  вида (1), где h

m
Œ\ , a B

m
l: \ Æ ( )R  – изме-

римые ограниченные функции, причем для 
некоторого g Œ\  (зависящего от D ) выполня-
ется оценка 

 ess sup ess supa t e a t
m

hm
m0

=1

( ) ( ) < .+ •
•

-Â g  

Операторы D S
e

Œ  можно применять по 
крайней мере к функциям x LŒ

2
, имеющим 

компактный носитель. Очевидно, S SÃ e .
Предложение 3. Для того чтобы оператор 

D eŒS  был причинным, необходимо и доста-
точно, чтобы h

m
> 0  при всех m . 

Доказательство. Предположим сначала, что 
D ŒS . Представим оператор (1) в виде 

 D B
m

m
= ,

=0

•

Â  (3)

где 

 ( )( ) = ( ) ( )B x t a t x t h
m m m

-  (4)

(подразумевается, что h
0

= 0). Подчеркнем, что 
ряд (3) сходится абсолютно по норме операто-
ров, действующих из L

2
 в L

2
.

Обозначим через X X X
b b

l= ( )  пространство 
всех (в том числе разрывных) характеров груп-
пы \l . Для каждого c ŒX

b
 рассмотрим опе-

ратор 

  D h B
m

m mc c= , ,
=0

•

Â· Ò  

где · Òh
m
, c  означает результат примене-

ния характера c  к элементу h
m

lŒ\ . Отме-

Класс разностно-интегральных входо-выходных соответствий с суммируемой памятью 
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тим, что Dc  непрерывно по норме зависит от 
c ŒX

b
.

Для непрерывных характеров c ŒX
b
 имеем 

 D Dc c c= ,1Y Y-  

где

 ( )( ) = , ( ).Yc cx t t x t· Ò

Из этого представления и причинности опе-
раторов D , Yc  и Yc

-1  видно, что операторы Dc  
являются причинными. Но поскольку зависи-
мость Dc  от c ŒX

b
 является непрерывной по 

норме, а множество непрерывных характеров 
всюду плотно в X

b
 (см., например, [6]), отсюда 

следует, что операторы Dc  являются причин-
ными при всех c ŒX

b
.

Поскольку | , |= 1· Òh
m

c , нормы операторов 
Dc , c ŒX

b
, не превосходят величины (2). Оче-

видно [6], что для любого k = 0,1,2,…  имеем 

 
X
b

k k
h D d BÚ ·- Ò, = ,c cc  

где интегрирование производится по мере Хаара 
группы X

b
. Поскольку операторы Dc  являются 

причинными, из последнего представления 
следует, что оператор B

k
 также является при-

чинным. Но для оператора вида (4) очевидно, 
что он может быть причинным только при ус-
ловии, что h

m
≥ 0 .

Чтобы перейти к случаю произвольного 
D eŒS , достаточно заменить D  на оператор 
Dg ŒS , определяемый по формуле 

 D Dg g g= ,1F F-  

где 

 ( )( ) = ( ).Fg
gx t e x tt ,  

Обозначим через N  множество операторов 
N  вида 

 ( )( ) = ( , ) ( ) ,Nx t n t s x s ds
-•

+•

Ú  (5)

где n l: \ \ \¥ Æ B( )  – измеримая функция, 
удовлетворяющая для некоторой суммируемой 
функции b : \ Æ +•[0, )  оценке 

 n t s t s( , ) ( ).£ -b  

Нетрудно показать [6], что операторы N ŒN  
переводят пространство L

2
 в себя и являются 

ограниченными, причем норма оператора (5) 
не превосходит величины b

L
1

.
Через N

e
 обозначим множество операторов 

N  вида (5), где n l: \ \ \¥ Æ B( )  – измеримая 
функция, удовлетворяющая при некотором 

g Œ\  (зависящем от N ) и суммируемой фун-
кции b : \ Æ +•[0, )  оценке 

 n t s e t st s( , ) ( ).( )£ -- -g b  (6)

Операторы N
e

ŒN  можно применять по 
крайней мере к функциям x LŒ

2
, имеющим 

компактный носитель. Очевидно, N NÃ
e

.
Предложение 4. Для того чтобы оператор 

N
e

ŒN  был причинным, необходимо и доста-
точно, чтобы n t s( , ) = 0  при почти всех ( , )t s  из 
полуплоскости s t< . 

Доказательство. Рассмотрим вначале слу-
чай l = 1 .

Возьмем произвольные  -• +•< < < <a b c .
П о  о п е р а т о р у  N  п о с т р о и м  о п е р а т о р 
ˆ : [ , ] [ , ]N L b c L a b

2 2
Æ  по правилу 

 ( ˆ )( ) ( , ) ( ) , [ , ].Nx t n t s x s ds t a b
b

c
= ŒÚ  

Так как оператор N  является причинным, 
оператор N̂  является нулевым.

Для простоты обозначений будем (без 
о г р а н и ч е н и я  о б щ н о с т и )  с ч и т а т ь ,  ч т о 
b a c b- -= = 2p . Поскольку оператор N̂  яв-
ляется нулевым, для любых целых k  и m  
имеем 

 
a

b
imt

b

c
ikse n t s e dsdtÚ Ú =( , ) .0  

(Как следствие, аналогичное равенство 
справедливо с заменой экспоненты на косинусы 
и/или синусы.) Отсюда для любого тригономет-
рического многочлена p  от двух переменных 
имеем 

 
a

b

b

c
n t s p t s dsdtÚ Ú =( , ) ( , ) .0  (7)

Заметим, что в силу оценки (6) ограничение 
�n  функции n  на множество [ , ] [ , ]a b c d¥  прина-

длежит L a b c d
1
[ , ] [ , ]¥ . Очевидно, для любой не-

прерывной функции q  двух переменных спра-
ведлива оценка 

 | ( , ) ( , ) | .
1a

b

b

c

L L
n t s q t s dsdt n qÚ Ú £

•
� �  

Отсюда в силу теоремы Стоуна–Вейерштрас-
са [10] следует, что равенство (7) справедливо 
для всех непрерывных функций p .

Напомним (см., например, [6]), что про-
странство C a b c d[ , ] [ , ]¥  является * -слабо плот-
ным в L a b c d• ¥[ , ] [ , ] . Поэтому из справедливос-
ти (7) для всех p C a b c dŒ ¥[ , ] [ , ]  вытекает, что (7) 
справедливо для всех p L a b c dŒ ¥•[ , ] [ , ] . Но пос-
леднее можно интерпретировать как равенство 
нулю на функции �n L a b c dŒ ¥

1
[ , ] [ , ]  всех линей-

ных ограниченных функционалов на про-

В. Г. Курбатов, В. К. Маршаков
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странстве L a b c d
1
[ , ] [ , ]¥ . Следовательно, ограни-

чение �n  функции n  на множество [ , ] [ , ]a b c d¥  
есть нулевой элемент L

1
 и, следовательно, поч-

ти всюду совпадает с нулем.
Итак, n  равно нулю почти всюду на 

м н о ж е с т в е  [ , ] [ , ]a b c d¥  п р и  л ю б ы х 
-• +•< < < <a b c .  Отсюда следует, что 
n t s( , ) = 0  при почти всех ( , )t s  из полуплоскос-
ти s t< .

Переход к произвольному l  не представля-
ет труда. ,

Множества причинных операторов соответс-
твующих классов будем обозначать символами 
S
e
+ , N

e
+ , S+  и N+ .

Нетрудно показать, что операторы D
e

Œ +S  и 
N

e
Œ +N  переводят расширенное пространство 

L
e2

 в себя. Очевидно также, что сумма и произ-
ведение операторов классов S

e
+ , N

e
+ , S+  и N+  

принадлежат тому же классу. Тем самым пос-
ледовательное и параллельное соединения 
звеньев, описываемых операторами рассматри-
ваемых классов, также приводит к системе того 
же класса. Отметим также, что произведение 
оператора класса S

e
+  (класса S+ ) на оператор 

класса N
e
+  (класса N+ ) попадает в N

e
+  (в N+ ).

Нас будут интересовать системы управле-
ния, описываемые входо-выходными соответс-
твиями класса S N

e e
+ ++ . Мы называем такие 

соответствия преобразованиями с суммируемой 
памятью.

2. ВХОДО-ВЫХОДНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

Будем интерпретировать сигналы, прина-
длежащие L

2
, как ограниченные. Поэтому 

систему с входом u  и выходом y  будем называть 
устойчивой (в смысле ограниченный вход – ог-
раниченный выход), если каждому входу u LŒ

2
 

соответствует однозначно определенный выход 
y LŒ

2
, причем зависимость выхода y  от входа 

u  является причинной. Например, устойчивой 
является система, осуществляющая преобразо-
вание y D N u= ( )+ , где D Œ +S  и N Œ +N .

Пример 1. Пусть l = 1 . (a) Система, дина-
мика которой подчиняется дифференциально-
му уравнению �y t ay t u t( ) ( ) = ( )- ,  описыва-
е т с я  в х о д о - в ы х о д н ы м  с о о т в е т с т в и е м 

y t e u s ds
t
a t s( ) = ( )( )

-•

-Ú  класса N
e
+ . Она устойчива, 

если a < 0 ; в этом случае входно-выходное со-
ответствие попадает в класс N+ . (b) Система, 
динамика которой подчиняется разностному 
уравнению y t ay t h u t( ) ( ) = ( )- - , h > 0 , описы-

вается входо-выходным соответствием 

y t u t a u t mh
m

m( ) = ( ) ( )
=1

+ -
•Â  класса D

e
+ . Она 

устойчива, если | |< 1a ; в этом случае входно-
выходное соответствие попадает в класс D+ . 
(c) Система, динамика которой подчиняется 
дифференциально-разностному уравнению 
�y t ay t h u t( ) ( ) = ( )- - , h > 0 , описывается вхо-

д о - в ы х о д н ы м  с о о т в е т с т в и е м 

y t n t s u s ds
t

( ) = ( ) ( )
-•Ú -  класса N

e
+ , где n t( ) =

t a
t h
m

t h
m

m
m

= ( )
( )

!
( )

=1
Q Q+ - -

•Â , а Q  – функ-

ция Хевисайда.  Она устойчива,  если 
-p / 2 < < 0ah ; в этом случае входно-выходное 
соответствие попадает в класс N+ . 

Теорема 5. Пусть система управления с 
входом u  и выходом y , динамика которой опи-
сывается уравнением 

 ( ) = ,D N y u+  

где D Œ +S  и N Œ +N , устойчива. Тогда зависи-
мость выхода y  от входа u  можно представить 
в виде 

 y D N u= ( ) ,
1 1

+  

где D
1

Œ +S  и N
1

Œ +N , причем D D
1

1= - . 
Доказательство. Согласно определению 

устойчивость рассматриваемой системы озна-
чает причинную обратимость оператора 
D N L L+ Æ:

2 2
. В силу следствия 2 это равно-

сильно тому, что обратимы операторы ( )D N
t

+ �  
при всех t Œ -• +•[ , ) .

Заметим, что оператор ( )D N
t

+ �  можно пред-
ставить в виде D N

t t� �+
0

, где 

 N P PN PNt t t t0 0� = - + =( ) .1  

Очевидно, D S
t� Œ + , а N N

t0� Œ + .
В силу [6] из обратимости оператора 

D N
t t� �+

0
 в L

2
 вытекает обратимость оператора 

D
t�  в L

2
. В силу следствия 2 отсюда следует, что 

D  причинно обратим.
Представим оператор D N+  в  виде 

D D N( )11 + - .  И з  п р е д с т а в л е н и я 
1 + +- -D N D D N1 1= ( )  видно, что оператор 
1 + -D N1  причинно обратим в L

2
. Очевидно, 

D N- +Œ1 N . В силу [6] (с учетом причинности 
оператора ( )1 11 + - -D N ) имеем, что обратный к 
оператору 1 + -D N1  имеет вид 1 +M , где 
M Œ +N .

Осталось использовать представление 
( ) = ( ) = ( ) =1 1 1 1 1D N D N D M D D+ + +- - - - -1 1
= 1 1D MD+- -  и заметить, что MD - +Œ1 N . ,
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Перейдем к рассмотрению систем с обратной 
связью.

 

Рис. 1. Соединение (8) 

Теорема 6. Пусть система с входом u  и 
выходом y , динамика которой описывается 
уравнениями (см. рис. 1) 

 e u Fy y Ge= , = ,-  (8)

где F G, Œ ++ +S N , устойчива. Тогда зависи-
мость выхода y  от входа u  можно представить 
в виде 

 y Tu= ,  

где T Œ ++ +S N . 
Доказательство. Возьмем произвольное 

t Œ -• +•[ , ) . Рассмотрим вход u L
t

Œ( )
2

. Пос-
кольку по определению устойчивости зависи-
мость выхода от входа является причинной, 
такому входу соответствует выход y L

t
Œ( )

2
. 

Таким образом, уравнения (8) при любом 
u L

t
Œ( )

2
 имеют единственное решение y L

t
Œ( )

2
. 

Утверждается, что в этом случае оператор 
1 1
t t t t t t
FG FG L L+ + Æ= ( ) ( ) ( )

2 2
:  обязательно 

обратим. Доказательство последнего факта до-
словно повторяет доказательство соответствую-
щего утверждения из [7] с заменой L

2
 на 

( )
2
L

t
.

Из обратимости оператора ( )1 + FG
t
 при всех 

t Œ -• +•[ , )  в силу предложения 1 вытекает его 
причинная обратимость.

Остается заметить, что решение системы 
уравнений (8) имеет вид 

 y G FG u= ( ) 11 + -  

и сослаться на теорему 5. ,
Перейдем к рассмотрению наиболее инте-

ресного случая, когда прямая ветвь системы 
неустойчива, а добавление обратной связи де-
лает ее устойчивой.

Систему, описываемую входо-выходным 
соответствием y Gu= , где G

e e
Œ ++ +S N , назовем 

стабилизируемой (в классе S N+ ++ ), если су-
ществует такая обратная связь F Œ ++ +S N , что 
система (8) описывается входо-выходным со-
отношением класса S N+ ++  (и, в частности, 
устойчива).

Пример 2. Покажем, что все системы из 
примера 1 стабилизируемы. Действительно, все 
они описываются уравнениями вида Ly u= . 
Поэтому для них уравнения (8) можно перепи-
сать в виде 

 e u Fy Ly e= , = .-  

После исключения e  эти уравнения прини-
мают вид 

 ( ) = .L F y u+  

Для систем из примера 1 ограничимся об-
ратными связями вида, соответственно: (a) 
( )( ) = ( )Fy t by t ,  ( b )  ( )( ) = ( )Fy t by t h- ,  ( c ) 
( )( ) = ( )Fy t by t h- . Применение таких обратных 
связей, очевидно, позволяет произвольным 
образом изменить параметр a  в описании опе-
ратора L . Поскольку при некоторых a  рассмат-
риваемые системы устойчивы, причем входо-
выходное соответствие попадает в соответству-
ющий класс, при произвольном a  они стабили-
зируемы. 

Теорема 7. Пусть система с входом u  и 
выходом y , динамика которой описывается 
уравнениями (8), где G

e e
Œ ++ +S N , F Œ ++ +S N , 

устойчива, причем прямая ветвь системы (опи-
сываемая входо-выходным соответствием 
y Gu= ) стабилизируема. Тогда зависимость 
выхода y  от входа u  можно представить в 
виде 

 y Tu= ,  

где T Œ ++ +S N .
Доказательство. Предположим, что прямая 

ветвь G  системы может быть стабилизирована 
с помощью обратной связи H S NŒ ++ + , т. е. 
система с обратной связью 

 e u Hy y Ge= , =-  

устойчива и описывается входо-выходным со-
ответствием y G u=

1
, где G

1
Œ ++ +S N .

Перепишем уравнения (8) в виде (что соот-
ветствует соединению, показанному на рис. 2) 

 

Рис. 2. Соединение из доказательства теоремы 7 

В. Г. Курбатов, В. К. Маршаков
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e e Hy y Ge

e u F H y
1 1
= , = ,

= ( ) .

-
- -

 

По предположению первые два уравнения 
эквивалентны соотношению y G e=

1
. Тем са-

мым мы оказываемся в условиях теоремы 6. 
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