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ВВЕДЕНИЕ

Процессы с вырождением – это модели, в 
которых граница области оказывает существен-
ное влияние на процессы, происходящие вбли-
зи границы. В этом случае на границе области 
может меняться как тип уравнения, так и его 
порядок. В данной работе рассматриваются 
краевые задачи для уравнений, являющихся 
эллиптическими внутри области, которые на 
границе области меняют порядок по одной из 
переменных. При этом на границе области урав-
нение вырождается либо в эллиптическое урав-
нение, либо в параболическое уравнение. Такие 
уравнения возникают при математическом мо-
делировании различных физических процессов. 
Например, подобные уравнения используются 
при исследовании стационарных процессов 
конвекции – диффузии в неоднородных ани-
зотропных средах, характерных тем, что при 
приближении к границе коэффициент диффу-
зии стремится к нулю. В частности, к таким 
уравнениям приводит математическое модели-
рование процессов фильтрации идеального 
баротропного газа в неоднородной анизотроп-
ной пористой среде, процессов фильтрации 
двухфазных жидкостей, в том числе, процессов 
вытеснения нефти водой из пористой среды. 
Подобные уравнения возникают при моделиро-
вании процесса распространения примеси в 

жидкокристаллическом растворе, находящемся 
во внешнем электрическом поле, при исследо-
вании стационарной задачи о контакте мягкой 
оболочки с препятствием, при расчете линейных 
стационарных магнитных осесимметричных 
полей в неоднородных анизотропных средах. 
Такие уравнения являются, например, обобще-
нием сингулярно возмущенных уравнений 
конвекции – диффузии. Кроме того, известно, 
что нахождение решения краевой задачи для 
эллиптического уравнения эквивалентно мини-
мизации некоторого функционала. В теории 
управления задача о минимуме некоторого 
функционала соответствует задаче об оптималь-
ном управлении. Вырождающимся эллиптичес-
ким уравнениям соответствуют вырожденные 
или особые оптимальные управления. Такие 
задачи являются актуальными задачами в сис-
темном анализе.

Вырождающиеся уравнения второго поряд-
ка и граничные задачи для них достаточно хо-
рошо изучены. Потребность в изучении таких 
задач возникла в механике. Фундаментальные 
результаты в этом направлении принадлежат 
М. В. Келдышу [1]. Полученные им результаты 
затем развивались и обобщались О. А. Олей-
ник [2]. Исследование вырождающихся эллип-
тических уравнений высокого порядка (при 
«степенном» характере вырождения) было на-
чато в работах М. И. Вишика и В. В. Груши-
на [3]. Затем ряд результатов для некоторых 
классов вырождающихся эллиптических урав-
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нений высокого порядка был получен С. З. 
Левендорским [4]. Отметим, что существенным 
условием работ [3, 4] является условие прина-
длежности основной весовой функции a( )t  
пространству C R•( )1 . В [5] были изучены об-
щие краевые задачи в полупространстве Rn+ . 
При этом удалось отказаться от условия беско-
нечной дифференцируемости функции a( )t .

В данной работе устанавливается коррект-
ность математической модели, описываемой 
общей краевой задачи в полосе 

 R x R o t d
d
n n= Œ £ £-{ , },1   

где d > 0  – некоторое число, для вырождающе-
гося эллиптического уравнения высокого по-
рядка, вырождающегося в уравнение второго 
порядка по переменной t  на границе t = 0 . При 
этом весовая функция a( )t  может не являться 
монотонной и бесконечно дифференцируемой. 
Аналогичные краевые задачи в случае постоян-
ных по t  коэффициентов уравнений были ис-
следованы в [6].

Основная часть.
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На границе t = 0  полосы Rd
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ничное условие 
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с комплексными коэффициентами b jt , .
На границе t d=  полосы Rd

n  заданы усло-
вия вида
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Предположим выполнение следующих ус-
ловий . 

Условие 1. При всех x hŒ Œ-R Rn 1 1, , t dŒ[ ; ]0  
с п р а в е д л и в а  о ц е н к а  Re ( , , )L tm2 x h ≥  

( )c m2 21 x h≥ + +  с постоянной c > 0 , не зави-
сящей отt  и ( , )x h .

Условие 2. Для некоторого s m m≥ +2
1

 фун-
кция a( ) [ , ]t C dsŒ -1 0 , причем 

 a a a( ) '( ) , ( )0 0 0 0= = >t  при t > 0 .  
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jt ,
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не обращаются в 0 при всех t dŒ[ ; ]0  и прина-
длежат пространству a( ) [ , ]t C dsŒ -1 0 .

Краевая задача (1)–(3) описывает, напри-
мер, процессы, происходящие между двумя 
параллельными пластинами t = 0  и t d= . 
На пластине t d=  задаются однородные гра-
ничные условия типа условий Дирихле, а на 
пластине t = 0  задается граничное условие об-
щего вида. При этом на границе t = 0 меняется 
порядок уравнения по переменной t . (При 
t = 0  порядок уравнения по переменной t = 0  
равен двум, а при t > 0  порядок уравнения 
равен 2m ). Такая модель учитывает влияние 
пластины t = 0  на процесс, происходящий 
между пластинами.

Применим к обеим частям уравнения (1) и 
условий (2),(3) преобразование Фурье FxÆx . 
Получим следующую задачу, зависящую от 
параметра x Œ -Rn 1 .
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Анализ корректности одного класса математических моделей вырождающихся процессов
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а функции y
j k,

 ( )j k≥  определяются с помощью 
рекуррентных соотношений, содержащих фун-
кцию a( )t  и ее производные.

Это позволяет записать граничное усло-
вие (5) в виде 

 q x x q x x q x l x
0 1 2

0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ),u g
t

+ ∂ + =�  

где

 

q x x x x

q x l x

k j
j

r

k j k

j
j

k( ) ( ) ( ) ( ), , ,

( , ) ( )

,
= + =

=

+
=

-

+
=

Â L Z L

L

2
0

2

2 2

0 1

�
00

2

2

0
1

r

j

j j
m mj

b

-

£ -

Â
Â=

Z

L

,
( , ),

( ) ( ) .

x l

x xt
t

t

�  

Условие 3. При всех x Œ -Rn 1  выполняется 

одно из следующих двух условий:
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Основными результатами этой работы явля-
ются следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть s m m≥ +2
1

 – действитель-
ное число, m ≥ 2 , m

1
0>  – целые числа. 
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Теорема 2. Пусть s m m≥ +2
1

 – действитель-
ное число, m ≥ 2 , m
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0>  – целые числа. 
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Изложим схему доказательства теоремы 1.
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Теорема 1 вытекает из следующего утверж-
дения.

Теорема 3. Пусть s m m≥ +2
1

 – действитель-
ное число, m ≥ 2 , m
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0>  – целые числа. 

Пусть выполнены условия 1–3.  Пусть 
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для любого решения u t( , )x  задачи (4)–(6), 
принадлежащего пространству �H d

s m, ,
( , )a 0 спра-

ведлива априорная оценка
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с константой c > 0 , не зависящей от u f, ,x .
Изложим схему доказательства теоремы 3. 

Утверждение теоремы 3 следует из совокупнос-
ти следующих утверждений.

Обозначим u u
L d

=
2 0( , )

. Справедливы сле-
дующие утверждения.

Лемма 3. Пусть выполнены условия 1, 2 . 
Тогда для любого решения u H d

m m
Œ �

2
0

, ,
( , )a  за-

дачи (4)–(6) справедлива оценка
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с константой c > 0 , не зависящей u f, ,x .
Лемма 4. Пусть выполнены условия 1, 2; 

m ≥ 2 . Тогда для любого решения u H d
m m

Œ �
2

0
, ,

( , )a  
задачи (4)–(6) справедлива оценка 
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где константа c( )e > 0  не зависит от u f g, , ,x .
Лемма 5. При выполнении условий леммы 4 

справедлива оценка
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Из (7)–(9) и леммы 1 с использованием 
условия 3 получаем справедливость априорной 
оценки при s m= 2 .

Доказательство априорной оценки при 
s m> 2  проводится методом, аналогичным ме-
тоду работы [6].

Изложим схему доказательства теоремы 2. 
Существование решения задачи (1)–(3) следу-
ет из существования решения задачи (4)–(6). 
Запишем уравнение (4) в виде
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x g x

x bb t u f t
m2
( , ) ( , ),x x=

 (10)

где b t
0

1( , )x ∫ , а функции b t
m l2 - ( , )x определены 

выше. 
Обозначим 
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Используя эти обозначения, получим, что 
уравнение (4) равносильно системе

  
g x x x( ) ( , ) ( , ) ( , )

.

t
du

dt
B t u B t u f t

du

dt
B u B u

1
11 1 12 2

2
22 2 21 1

0

+ + =

+ + =

ÏÏ

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô

 (11)

Здесь u
1

 – вектор-функция размерности 
( )2 2m - , компонентами которой служат функ-
ции w t j m

j
( , ), , , ...x = -1 2 2 2 , а u

2
 – вектор 

функция размерности 2, компонентами которой 
служат функции w t j m m

j
( , ), ,x = -2 1 2 . 

B t
11
( , )x  – матрица размером ( )2 2m - ¥

( )2 2m¥ - , все элементы которой равны 
нулю, кроме b b m t

11 1
2 3= - -( ) '( ),g  b b

j j1,
,=  

j m= -2 3 2 2, ,... ;  b
j j,

,- = -
1

1  j m= -2 3 2 2, ,... . 
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B t
12
( , )x  – матрица размером ( )2 2 2m - ¥ , 

элементы которой равны нулю, кроме элементов 
п е р в о й  с т р о к и ,  к о т о р ы е  и м е ю т  в и д 
b b t
j m j1 2 2,

( , ),= - + x  j = 1 2, .  B
22

 – матрица размера 
2 2¥ , все элементы которой равны нулю, кроме 
b

21
1= - . B

21
 – матрица размера 2 2 2¥ -( )m , 

все элементы которой равны нулю, кроме 
b
m1 2 2

1
, - = - .

С помощью метода продолжения по пара-
метру (см. [6]) и априорной оценки получим, 
что для доказательства существования решения 
системы (11), достаточно доказать существова-
ние решения следующей системы
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x x
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 (12)

Из вида матрицы B
11

0( , )x  следует, что все 
собственные числа этой матрицы различны, 
причём нет собственных чисел, лежащих на 
мнимой оси. Пусть l l l

1 2 1
, , ...,

m-  – собственные 
числа, лежащие в левой полуплоскости. Пусть 
E E- +( )  инвариантные пространства оператора 
B

11
0( , )x , соответствующие собственным числам, 

лежащим в левой (правой) полуплоскости. 
Обозначим через P P- +( )  проекторы на E E- +( ) . 
Обозначим через P

k
 k m= -1 2 2 2, ,...  операторы, 

действующие по формулам P
k

 u w
k1

= ,  
k m= -1 2 2 2, ,... ,  P

k
 u w

k2
= ,  k m m= -2 1 2, .

Используя методы работы [6] получим ра-
венство
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где U t s
s
t
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e1  – вектор размерности m -( )1 , первая коор-
дината которого равна 1, а остальные равны 0.

Пусть w j j m, , ...,= -1 1  – собственные век-
торы матрицы B

11
0( , )x , соответствующие собс-

твенным числам, лежащим в левой полуплос-
кости. 

Тогда q
m

-

=

-

= Â m ws
s

s
1

1

, где ms  – некоторые 

комплексные числа. Пусть w ns n, -  – коорди-
ната вектора ws . Тогда справедливы равенс-
тва
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где 
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Таким образом, для нахождения чисел 
m ss , , ...= -1 1m  получаем систему уравнений 
(14)–(15). Из условия 3 выводим, что опреде-
литель этой системы отличен от нуля при доста-
точно малых d > 0 . То есть система (14)–(15) 
имеет единственное решение

 m b x
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Отсюда получаем, что функция w
m2 2-  удов-

летворяет уравнению 

   w t F t b Mw t
m m m2 2 2 2 2

0- -= +( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x x x x� �  (16)

где 
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Далее доказывается, что при x d£  где 
d > 0  – достаточно малое число, существует 
единственное решение уравнения (16). Затем, 
используя априорные оценки и метод продол-
жения по параметру, доказывается существова-
ние и единственность решения задачи (4)–(6).
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