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ВВЕДЕНИЕ

Большинство практических задач, связан-
ных с моделированием, поддержкой принятия 
решений при управлении на предприятии, 
приходится решать в условиях неполной опре-
деленности. При этом часто не удается свести 
такие задачи к условиям вероятностной неоп-
ределенности, а используются экспертные 
оценки, характеризующиеся нечеткостью или 
расплывчатой неопределенностью. Будем рас-
сматривать задачи, в которых экспертные оцен-
ки представлены нечеткими параметрами �A  
различных математических объектов: уравне-
ний и функциональных ограничений – 
j ( , )�A x £ 0 , дифференциальных уравнений – 
F y dy dx A x( , / , , )� = 0 , критериев управления в 
виде функций или функционалов – F( , , , )y u A x� , 
т.е. различных компонент математического 
обеспечения задач управления. Методологи-
ческую основу методов решения задач с нечет-
кими параметрами составляет принцип обоб-
щения Л. Заде или его a -уровневая модифи-
кация [1]. 

Принцип обобщения определяется следую-
щим образом: пусть X i ni , , ...,= 1  и Y – четкие 
множества; X X Xn= ¥ ¥1 ... – прямое произве-
дение множеств; �X i ni , , ..., ;= 1  и �Y – нечеткие 

подмножества множеств Xi  и Y  соответствен-
но. Если F X Y: Æ – обычное (четкое) отобра-
жение, то нечеткое множество � �Y F X= ( )  опре-
деляется как 

 
�

�Y y y y

f x x x x X
Y

n n

= =

= Œ

{( , ( )) |

( ,..., ), ( ,..., ) },

m

1 1

 (1)

где m m m� �Y
y f x x

X X ny x x
n

n
( ) sup min( ( ),..., ( ))

( ,..., )
=

= 1
1 1 .

Методы решения задач, вытекающие непос-
редственно из принципа обобщения основаны 
на переборных алгоритмах и не всегда могут 
использоваться в задачах управления, особенно 
когда последние характеризуются высокой 
размерностью.

Эту проблему, в значительной степени, 
устраняет a -уровневый принцип обобщения, 
обеспечивающий решения эквивалентные 
решениям, полученным по принципу обобще-
ния, если нечеткие переменные описываются 
выпуклыми функциями принадлежности. В 
соответствии с ним все нечеткие переменные 
представляются четкими интервалами 
X x xL Ra a a= ( ( ), ( ))  на заданных значениях a
-уровня; индексы L, R означают соответствен-
но левый и правый концы интервала. a -уров-
невый принцип обобщения представляет ре-
шение в виде объединения a -интервалов 

 � ∪Y y yL R= ∑a a a
a

( ( ), ( )) , (2)

где

 y f x xL
n( ) inf [ ( ( ),..., ( ))]a a a= 1 ,  (3)
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 y f x xR
n( ) sup [ ( ( ),..., ( ))]a a a= 1 , (4)

 x x x i ni i
L

i
R( ) [ , ], , ...,a Œ = 1 . 

Таким образом, поиск решения сводится к 
задачам оптимизации (3) и (4), которые удает-
ся решить лишь в некоторых частных случаях, 
когда решение определяется на тех же числовых 
множествах, что и параметры. Например, a -
уровневый принцип, т.е. задачи (3) и (4), теря-
ют смысл при решении дифференциальных 
уравнений с нечеткими параметрами.

В настоящей работе предлагается подход к 
решению задач с нечеткими параметрами, за-
ключающийся в переходе от a -интервалов 
параметров к точечным оценкам этих интерва-
лов, полученных на основе известных функций 
принадлежности нечетких параметров. В этом 
случае на каждом a -уровне рассматривается 
дефаззифицированная, детерминированная 
задача управления, что определяет простоту 
реализации и возможности применения пред-
лагаемого подхода для любого типа задач уп-
равления. Разумеется, за упрощение и унифи-
кацию приходится «платить» в определенном 
смысле неполным решением. В дальнейшем 
будем называть нечеткое решение полным, если 
оно получено по принципу обобщения Заде. 
Предлагаемое неполное или модифицированное 
решение представляет собой нечеткий показа-
тель степени ассиметричности полного реше-
ния. Другими словами, если рассматривать 
полное решение как характеристику надежнос-
ти принятия решения при управлении, то мо-
дифицированное решение характеризует сте-
пень пессимизма или оптимизма принимаемо-
го решения. В процессах поддержки принятия 
решений эти показатели играют определяющую 
роль, что позволяет заменять полное решение 
неполным или модифицированным. 

1. МЕТОДИКА ДЕФАЗЗИФИКАЦИИ 
НЕЧЕТКИХ ПАРАМЕТРОВ 

И НЕЧЕТКИХ ЗАДАЧ

Различные типы задач управления разреши-
мы только для случая задания параметра как 
элемента числового множества. Поэтому пред-
лагаемая методика основана на дефаззификации 
нечетких параметров, т.е. переходе от нечетких 
чисел к обычным четким, так чтобы максималь-
но сохранить исходную экспертную информа-
цию. Пусть �A  – нечеткий числовой параметр с 
функцией принадлежности m �A a( ) [ ; ]Œ 0 1 . Для 

описания нечетких параметров будем использо-
вать функции принадлежностей (L-R)-типа, а 
также их удобные частные случаи – треугольные 
и трапециевидные числа [2]. При решении за-
дач с нечеткими параметрами известным при-
емом является переход к интервальной неопре-
деленности [1, 2], при котором нечеткому пара-
метру �A  ставится в соответствие множество 
четких интервалов { }Aa . Здесь число a  задает 
a -уровень ( a -срез) нечеткого числа, кото-
рый определяется как четкое множество: 
A a aA

a m a∫ ≥{ : ( ) }� .
Переход к полной определенности может 

быть осуществлен путем выбора, каким-либо 
образом, точки a A( )a aŒ [3–6]. В этом случае 
на каждом a -уровне можно записать исход-
ную задачу в четком виде, заменяя нечет-
кие параметры на соответствующие значения 
a( )a . 

Обозначим процесс решения произвольной 
задачи как некоторую функцию выбора F  на 
множестве альтернатив X  с нечеткими пара-
метрами �A . Тогда решение исходной нечеткой 
задачи представляется как совокупность реше-
ний четких, детерминированных задач на каж-
дом a -уровне:

 { ( ) | ( , )}, [ ; ]x X F X Aa aa aŒ Œ 0 . (5)

Значения a  рассматриваются как показа-
тели надежности соответствующих решений.

Наиболее простым способом вычисления 
a( )a  является определение среднего значения

 a a aL R( ) ( ( ) ( ))/a a a= + 2 , (6)

где aL( )a  и aR( )a  – соответственно левый и 
правый концы интервала Aa , которые опреде-
ляются как функции обратные к функции при-
надлежности m �A a( ) .

Полученное выражение a( )a  подставляется 
в исходную задачу, заменяя соответствующий 
нечеткий параметр. В результате получается 
детерминированная задача управления с допол-
нительным параметром a . Теперь, если задача 
имеет аналитическое решение, то оно будет 
зависеть от a . Функция обратная к этой зави-
симости и будет функцией принадлежности 
нечеткого решения – m �R r( ) , которое, в отличие 
от полного решения по Заде, будем называть 
модифицированным решением �R . Если исход-
ная задача может быть решена численным ме-
тодом, то дискретное множество решений �R  
получается при заданной дискретизации a  на 
отрезке [0, 1].

Методы решения задач управления предприятием в условиях расплывчатой неопределенности
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2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ПО ПРЕДЛОЖЕННОЙ МЕТОДИКЕ

Рассмотрим предложенную методику на 
ряде простых задач управления. Простые за-
дачи позволяют не только компактно проил-
люстрировать процесс решения, но и сравнить 
полученные результаты с полным решением 
по Заде.

Многие задачи анализа и управления пред-
приятием сводятся к решению алгебраических 
уравнений. Например, определение точки без-
убыточности, расчет равновесной цены, балан-
совые расчеты и т.п. Параметры таких уравне-
ний часто определяются экспертным путем и их 
удобно представлять в виде нечетких чисел �A .

Решение линейного уравнения � �Ax C= . 
Модифицированное решение будет иметь вид

 x
c
a

( )
( )
( )

a a
a

= , (7)

где c( )a  и a( )a  определяются выражения-
ми (6).

Например, для треугольных чисел �A  = (2, 3, 
5); �C  = (0, 4, 5) с функциями принадлежности: 

 m �A
L a a( ) = - +2 ; m �A

R a a( ) , ,= -2 5 0 5 ; 

 m �C
L c c( ) ,= 0 25 ; m �C

R c c( ) = -5 ; 

левые и правые края a -интервалов суть обрат-
ные функции: 

 aL( )a a= + 2 ; aR( )a a= -5 2 ; 

 cL( )a a= 4 ; cR( )a a= -5 . 

Оценки средних значений интервалов, по-
лученные по формуле (6):

 a( )a a= -7
2

; c( )a a= +3 5
2

. 

Модифицированное решение имеет вид

 x
c
a

( )
( )
( )

a a
a

a
a

= = +
-

3 5
7

. (8)

Функция принадлежности модифицирован-
ного решения определяется как обратная 

к (8) – m ax x
x

x( )( ) = -
+

7 5
3

.

Носитель модифицированного решения 
S x( ) ( / ; / )= 5 7 4 3 .

Сравним модифицированное решение с 
решением, полученным на основе a -уровнево-
го принципа обобщения и представляющего 
собой полное решение нечеткого уравнения. 
Нетрудно проверить, что полное решение хоро-
шо аппроксимируется треугольным нечетким 

числом (0, 4/3, 5/2). На рисунке 1 решения 
показаны в графическом виде: сплошной лини-
ей – полное решение; пунктирной линией – мо-
дифицированное решение, аппроксимирован-
ное прямой линией. Доля пессимизма у полно-
го решения несколько больше чем доля опти-
мизма, центр тяжести полного решения смещен 
влево. Характеристика этого отношения отоб-
ражается модифицированным решением, кото-
рое отклоняется от моды влево. Моды полного 
и модифицированного решений совпадают. 

При управлении предприятием широкое 
применение находят задачи оптимизации. Оп-
тимальный выбор формулируется, как правило, 
в виде задач математического программирова-
ния. Простейшей задачей является безусловная 
оптимизация функции одной переменной.

Безусловная оптимизация функции 
� � �f x Ax B= + -2 , где �A = ( , , ),1 3 4  �B = ( , , )2 4 5  – 

нечеткие треугольные числа. Функция прина-
длежности числа �A  определяется в виде: 

m �A
L a a( ) ,= - +1

2
1
2

 m �A
R a a( ) = -4 . Среднее значе-

ние по оценке (6) равно a( )a a= + 5
2

. Подста-

вим это значение в исходную функцию, найдем 
первую производную по х и приравняем ее к 

нулю, 2
5

2
0x + + =a

.  Критическая точка 

x *( )a a= - + 5
4

.

Вторая производная, в данном случае кон-
станта равная двум, больше нуля, т.е. критичес-
кая точка – минимум. Ее функция принадлеж-
ности mx x x*( ) = - -5 4 .

Носитель модифицированного решения:

S x( )* = ( ; )- -3
2

5
4

. Полное и модифицированное 

решения показаны на рис. 2.
Как видно, в этом примере модифицирован-

ное решение, так же как и в предыдущем при-

Рис. 1. Полное и модифицированное решения 
уравнения � �Ax C=

Г. Н. Лебедев, М. Г. Матвеев, М. Е. Семенов, О. И. Канищева
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мере с решением уравнения, отображает асси-
метричность полного решения.

Задачи математического программирова-
ния рассмотрим на простом примере задачи 
линейного программирования вида

 
� �Ax A x

x x d x x
1 1 2 2

1 2 1 20 0

+ Æ

+ = ≥ ≥

max,

, , .
 9)

Пусть нечеткие параметры в (9) представ-
лены нечеткими треугольными числами: 
�A1  = (0, 4, 5) и �A2  = (2, 3, 5), а параметр d = 10. 

В соответствии с предложенной методикой вы-
числим средние оценки по (6):

 
a

a

1

2

4 5
2

3
2

5
2

2 5 2
2

7
2 2

( ) ;

( ) .

a a a a

a a a a

= + - = +

= + + - = -
 

Задача (10) решается численно, на каждом 
заданном a -уровне. Например, для трех уровней 
решение будет выглядеть следующим образом.

При a  = 0; a1 0
5
2

( ) = , a2 0
7
2

( ) = . В нашем 

простом случае решение очевидно x1 0= ,  
x2 10= .

При a  = 0,5; a1 0 5
13
4

( , ) = , a2 0 5
13
4

( , ) = . Бу-

дем рассматривать два решения x1 0= ,  x2 10=  
и x1 10= ,  x2 0= .

При a  = 1; a1 1 4( ) = , a2 1 3( ) = . Оптимальное 
решение x1 10= ,  x2 0= .

Основываясь на принципе обобщения Заде 
выберем решения с максимальными значения-
ми функции принадлежности:

{( , ) | , }x x1 20 10 0 5= =  и {( , ) | }.x x1 210 0 1= = (10)

Решение (10) является модифицированным 
решением. Нетрудно найти полное решение по 
принципу обобщения, которое в данной задаче 
полностью совпадает с модифицированным.

Решение дифференциального уравнения 
� � �y Ay y C= =, ( )0 . Пусть параметр и начальное 

условие представлены нечеткими треугольными 
числами �A = ( , , )0 2 3 , �C = ( , , )0 1 1  с функциями 
принадлежности 

 m m� �A
L

A
Ra a a a( ) ; ( )= = -1

2
3 ; m�1

L x x( ) = . 

В соответствии с (6)

 a( ) ( )a a a a= + - = +1
2

2 3
2

3
2

; c( )a a= 1
2

. 

Модифицированное частное решение диффе-
ренциального уравнения �y a y= ( ) ,a  y c( ) ( )0 = a  
будет иметь вид

 y c a t( ) ( )exp( ( ) )a a a= . (12)

Следует обратить внимание на то, что реше-
ние уже не является числовым множеством как 
в предыдущих примерах, а представляет собой 
нечеткое множество �Fm  функций вида (10), 
формируемое изменением параметра a Œ[ ; ]0 1 .

Полное частное решение по Заде представ-
ляет собой более мощное нечеткое множество 
�Fn  аналогичных функций, формируемое эле-

ментами прямого произведения носителей �Aи 
�C . При этом � �F Fm nÃ , а моды этих нечетких 

множеств совпадают. Подмножество �Fm , как и 
в предыдущих примерах, характеризует асси-
метрию множества �Fn  относительно его моды. 
Таким образом, модифицированное решение 
дифференциального уравнения позволяет оце-
нивать уровень пессимизма или оптимизма 
результата и поддерживать принятие решений 
при управлении. 

В таблице 1 приведены элементы множества 
�Fm  для двух вариантов значений нечеткого 

параметра �A .
Решения из таблицы 1 показывают, что на-

правление отклонения модифицированного 
решения соответствует направлению ассимет-
рии параметра �A .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Простота приведенных примеров нисколько 
не ограничивает универсальности применения 
предлагаемой методики получения модифици-
рованного решения, так как суть методики 
сводится к дефаззификации задачи на a -уров-
нях и дальнейшего решения уже вполне детер-
минированной задачи. Подходы к решению 
определяются не наличием расплывчатой неоп-
ределенности, а сложностью детерминирован-
ной задачи.

Рис. 2. Полное и модифицированное решения 
задачи оптимизации функции � � �f x Ax B= + -2

Методы решения задач управления предприятием в условиях расплывчатой неопределенности
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В то же время примеры показывают, что 
модифицированное решение вполне адекватно 
полному нечеткому решению, получаемому по 
принципу обобщения Заде. Информация, не-
обходимая для поддержки принятия решений, 
в модифицированном решении практически не 
отличается от информации, имеющейся в пол-
ном решении. 

Действительно, рассматривая информаци-
онную энтропию Шеннона для двух случайных 
событий говорят о максимуме неопределеннос-
ти при равной вероятности наступления этих 
событий. Проводя аналогию с функцией при-
надлежности можно говорить об отсутствии 
полезной информации о пессимистических и 
оптимистических возможностях при симмет-
ричной функции принадлежности решения 
задачи управления. Продолжая энтропийный 
анализ, мы говорим, что энтропия как мера 

неопределенности уменьшается при условии 
разных значений вероятности. Отражение это-
го утверждения мы можем наблюдать получая 
ассиметричные функции принадлежности ре-
шения задач управления, что характерно для 
полного решения по Заде. Наконец минимум 
энтропии достигается при вероятности одного 
из событий равной единице. Именно такой си-
туации адекватно модифицированное решение, 
что дает основание для его использования в 
системах поддержки принятия решений при 
управлении производством.
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Таблица 1
Дискретные значения модифицированного решения 

для двух вариантов модифицированного решения

a
�A = ( , , )0 2 3 ; �C = ( , , )0 1 1 �A = ( , , )0 1 3 ; �C = ( , , )0 1 1

Модифицированное решение Модифицированное решение
0 y = 0 y = 0

0,5 y e t= 0 5 1 75, , y e t= 0 5 1 25, ,

1,0 y e t= 2 y et=
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