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Аннотация. В работе предлагается аналитически точный метод отыскания в пространстве 
параметров нелинейных многомерных динамических систем областей, для которых в про-
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ВВЕДЕНИЕ

Развитие теории нелинейных динамических 
систем непосредственно связано с применением 
точных аналитических методов исследования. 
Основное достоинство строгого анализа – это 
представление решения посредством математи-
ческого выражения – обобщающей идеи, поз-
воляющей перейти на более глубокий уровень 
понимания поведения системы (получить но-
вую информацию о системе и выработать допус-
кающие обобщения концепции).

Однако налицо и ограниченность такого 
метода, связанная со сложностью динамичес-
кого поведения многомерных нелинейных 
систем. Универсальным методом исследования 
можно было бы считать численные методы ис-
следования с привлечением мощных средств 
вычислительной техники, если бы они (эти 
методы) обладали достаточной общностью и 
абсолютной достоверностью представления 
результатов.

Предлагаемый в работе метод позволяет, в 
некоторой степени, преодолеть этот барьер, дав 
исследованию предварительную информацию 
(полученную на основе точных аналитических 
методов) о динамическом поведении системы 
для определенной области значений ее парамет-
ров (коэффициентов). 

Объектом рассмотрения в работе являются 
находящиеся под внешним воздействием много-
мерные динамические системы – математичес-
кие модели систем автоматического управления, 
в которых по условиям эксплуатации необходи-
мо учитывать нелинейные зависимости
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В описании (1) под матрицей A  (вещест-
венная матрица размерности n n¥ ) понимает-
ся матрица состояния некоторого объекта уп-
равления, под матрицами B  (вещественная 
матрица размерности n m¥ ) и C (вещественная 
матрица размерности m n¥ ) понимаются мат-
рица управления объектом и матрица наблюде-
ния за объектом соответственно. При этом 
x( )t  – вектор переменных состояния объекта 
(размерности n ¥ 1), v( )t  – вектор управления 
(размерности m ¥ 1 ) и y( )t  – вектор наблюде-
ния за объектом (размерности m ¥ 1 ). Управ-
ление объектом задается вектором столбцом 
N y( )  неоднозначных нелинейных функций 
v t n y t1 1 1( ) [ ( )],=  v n y t2 2 2= [ ( )],  …, v n y tm m m= [ ( )];  
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 – внешнее воз-

мущающее воздействие, где y 0,  y r,  w,  jr  – па-
раметры воздействия. 

Задача исследования состоит в аналитичес-
ком отыскании вынужденных периодических © Камачкин А. М., Шамберов В. Н., 2012
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движений в пространстве состояний рассмат-
риваемых систем. Поставленная задача реша-
ется методом построения неособого каноничес-
к о г о  п р е о б р а з о в а н и я  x M x( ) ( ),t t= ◊  
x M x( ) ( ),t t= ◊-1  приводящего матрицу A  к 
жордановой форме J M A M= ◊ ◊-1 ,  а матрицы 
B C,  – к определенному виду B M Bm = ◊-1 ,  
C C Mm = ◊ ,  которые в результате декомпозиции 
приводятся к блочной форме.

Под декомпозицией системы в работе пони-
мается расщепление преобразованной системы 
как организованного целого на подсистемы в 
зависимости от целей анализа, связанного с 
характером решаемой задачи.

Декомпозиция системы осуществляется 
таким образом, чтобы каждая подсистема мог-
ла быть полностью исследована аналитически. 
Динамика исходной системы при этом рассмат-
ривается и анализируется не для всего про-
странства изменяемой части параметров, а 
лишь для параметров, принадлежащих опре-
деленным областям их значений – декомпози-
циям пространства параметров (ДПП) – сово-
купности значений параметров исходной сис-
темы, при которых подсистемы в преобразован-
ной системе не образуют замкнутую динами-
ческую систему.

Количество ДПП, а также их расположение 
в пространстве параметров определяется задан-
ной (неизменяемой) частью параметров систе-
мы (в основном, элементов матрицы A ).

Вынужденные периодические движения в 
пространстве состояний исходной системы мо-
гут быть получены по движениям в пространс-
тве состояний преобразованной системы в со-
ответствии с применяемым преобразованием.

ИСТОРИЯ ПРОБЛЕМЫ

Исторически канонические преобразования 
для нелинейных задач теории автоматического 
управления и регулирования применялись для 
авторегулируемых систем с одним нелинейным 
элементом [1–4] и без учета возможного вне-
шнего периодического воздействия, являющих-
ся частным случаем рассматриваемой системы
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В описании (2), в отличие от описания (1), 
b  – действительная матрица размерности 
( );n ¥ 1  c  – действительная матрица размернос-
ти ( );1 ¥ n  v  – скалярная переменная управле-
ния объектом; y  – скалярная переменная на-
блюдения за объектом. Управление объектом 
при этом задается нелинейной функцией N y( ).  
В структурном виде такая система представлена 
на рисунке 1-а.

Для целей исследования систему (2) преоб-
разованием x M x( ) ( ),t t= ◊  x M x( ) ( )t t= ◊-1  не-
обходимо привести (например, для случая 
простых (ненулевых) собственных чисел мат-
рицы A ) к виду

 �x x b c x= ◊ + = · Ò =L v y v N y, , , ( ),  (3)
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В описании (3) матрицы получены в резуль-
т а т е  п р е о б р а з о в а н и я  L = ◊ ◊-M A M1 ,  
b M bm = ◊-1 ,  c c Mm = ◊ ,  при этом в системе ис-
чезают n n( )- 1  связей (в матрице A  n n( )- 1  
коэффициентов принимают нулевые значения). 
В структурном виде системы (2) и (3) представ-
лены на рисунке 1.

1. Наиболее известно преобразование [5–7], 
при котором матрица M  определяется в резуль-
тате разложения на элементарные дроби пере-
даточных функций переменных вектора x  по 
входу (переменная v ). Основой преобразования 
является переходная (фундаментальная) мат-
рица состояния F( ) [ ] .p p= - -I A 1

Суть получения матрицы M  в следующем. 
После преобразования по Лапласу для систе-
мы (2) можно записать
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где матричная передаточная функция 
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D pki( )  – k i,  – элемент присоединенной матри-
цы Adj p[ ];I A-  D p( )  – характеристический 
полином преобразуемой части.
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получим матрицу M  преобразования 
X M X( ) ( ),p p= ◊  X M X( ) ( )p p= ◊-1  в виде:
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Ограничения на данное преобразование 
следующие: 1) система (2) должна обладать 
свойством полной управляемости по входу v t( ),  
т.е. должно выполняться условие Р. Е. Калмана 
det[ ... ] ;b Ab A b A b2 n 1- π 0  2) для системы 
(2) необходимо считать x1 0 0( ) = , x2 0 0( ) = , 
x3 0 0( ) = , …, xn( ) .0 0=

Особенностью данного преобразования яв-
ляется то, что элементы матрицы-столбца 
b M bm

1= ◊-  всегда равны единице (или могут 
быть приведены к единице), элементы матрицы 
cm  определяются в соответствии с преобразова-
нием c c Mm = ◊  и могут принимать любые зна-
чения в зависимости от значений элементов 
матрицы c.  Преобразование эквивалентно 
только по отношению к движениям, получае-
мым при x1 0 0( ) = ,  x2 0 0( ) = ,  x3 0 0( ) = ,  …, 

Рис. 1. Математические структуры систем (2) и (3)

Метод декомпозиции в многомерных нелинейных динамических системах
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xn( )0 0= , что связано с преобразованием Лап-
ласа. При таком преобразовании системы (1) 
при отрицательных значениях собственных 
чисел матрицы A  можно получить n  декомпо-
зиций вида

 C C C C1 0= = = = =+... .... ,i-1 i 2 n  (4)

где i n= 1 2 3, , ,..., .
В структурном виде система (2) в условиях 

декомпозиции (4) представлена на рисунке 2.

Если в исходной системе (2) среди собствен-
ных чисел матрицы A  одно положительное (или 
нулевое), то возможна только одна декомпози-
ция (4). Если среди собственных чисел матрицы 
A  более одного положительного (или нулевого), 
то применить декомпозицию невозможно.

2. Другим известным преобразованием ста-
ло преобразование [5–7], основанное для слу-
чая простых (ненулевых) собственных чисел 
матрицы A  на применении матрицы Ван-
дермонда. При этом матрица преобразования 
M  получалась, как
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где k k kn1 2, , ...,  – любые (ненулевые) веществен-
ные числа.

Для исследования динамики системы (2) 
при отрицательных собственных числах мат-
рицы A  можно получить 2 1n n( )-  декомпози-
ций. Одна из декомпозиций представлена на 
рисунке 3.

Рис. 2. Математическая структура системы (2) 
в условиях декомпозиции после канонического 
преобразования на основе переходной матрицы

Рис. 3. Математическая структура системы (2) в условиях декомпозиции 
после канонического преобразования на основе матрицы Вандермонда

А. М. Камачкин, В. Н. Шамберов
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При использовании данного преобразования 
(в отличие от предыдущего), элементы матрицы-
столбца bm  и элементы матрицы-строки cm,  
определяемые в соответствии с преобразованием 
b M bm

1= ◊-  и c c Mm = ◊ , могут принимать лю-
бые значения в зависимости от значений элемен-
тов матриц b  и c . Преобразование (также в от-
личие от предыдущего) является эквивалентным 
для любых движений в системе (1) в том числе и 
для движений, получаемых при x1 0 0( ) π , 
x2 0 0( ) π , x3 0 0( ) π , …, xn( ) .0 0π

Если в системе (2) среди n  собственных 
чисел матрицы A  одно положительное (или 
нулевое), то возможно только 2 1( )n -  декомпо-
зиций рассмотренного вида. Если в исходной 
системе (2) среди собственных чисел матрицы 
A  более одного положительного (нулевого), то 
применить декомпозицию невозможно.

Ограничением на данное преобразование 
является предъявляемое к матрице состояния 
A  требование, чтобы матрица состояния A  
являлась матрицей Фробениуса.

ОБОБЩЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Для решения поставленной задачи необхо-
димо применять преобразование свободное от 
ограничений, налагаемых на предыдущие пре-
образования.Таким преобразованием является 
преобразование, при котором столбцы матрицы 
канонического преобразования M  могут быть 
выбраны пропорционально столбцам присоеди-
ненной матрицы Adj A I-[ ]li ,  i n= 1 2 3, , ,..., .

Пример. Исходная система (1) при n = 4  и 
m = 2  в развернутом виде имеет следующее 
описание:

 

�

�

�

�

x

x

x

x

a a a a
a a a a
a a

1

2

3

4

11 12 13 14

21 22 23 24

31 3

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

=
22 33 34

41 42 43 44

1

2

3

4

a a
a a a a

x
x
x
x

b

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

◊

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙

+

+

111 12

21 22

31 32

41 42

1 1

2 1

b

b b

b b

b b

n y

n y

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙

◊
+

+

È

Î
Í

( )

( )

y

yÍÍ

˘

˚
˙
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î
Í

˘

˚
˙ ◊

È

;

y
y

c c c c
c c c c

x
x
x
x

1

2

11 12 13 14

21 22 23 24

1

2

3

4ÎÎ

Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙

.

 (5)

П р е о б р а з о в а н и е м  x Mx= ,  x M x1= -  
( )M M I1◊ =-  при вещественных различных 
собственных числах матрицы A  система (5) 
приводится к канонической форме 
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где L = -M AM1 , B M B1
m = ◊- , C C Mm = ◊ .

Примечание. Матрица канонического пре-
образования M  получена на основе присоеди-
ненной матрицы Adj A I-[ ]li , i n= 1 2 3, , ,..., .

Преобразованная система в развернутом 
виде имеет следующее описание
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Выбирая определенным образом значения 
элементов матриц B  и C , в пространстве пара-
метров (элементов матриц B , C ) можно полу-
чить (в случае отрицательных значений l1 , l2 , 
l3 , l4 ) 96 декомпозиций, в условиях которых 
динамическое поведение системы (6) можно 
рассматривать как динамическое поведение 
двух независимых подсистем 2-го порядка. При 
этом среди 96 декомпозиций для пространства 
параметров системы (1) можно выделить три 
группы: 

1) 24 декомпозиции вида 
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2) 24 декомпозиции вида 
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3) 48 декомпозиций вида 
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Таким образом, математическая структура 
системы (5) в условиях декомпозиции, полу-
ченной на основе присоединенной матрицы, 
имеет вид такой же, как на рисунке 3, но без 
дополнительных ограничений на матрицу со-
стояния A.

Соответствующие описания динамики сис-
темы (6) в условиях рассмотренных декомпо-
зиций будут следующими
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Математические структуры системы (7) в ус-
ловиях декомпозиций (8-а), (8-б), (8-б) представ-
лены соответственно на рисунке 4-а, 4-б, 4-в.

В качестве примера [8–13], рассмотрим 
систему (6) в условиях декомпозиции (7-а). 
Приведем уравнения (8-а) к виду 
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где y y w j( ) ( )t Sin t= +1 1 , а нелинейные функ-
ции n y1 1( )  и n y2 2( ) , представляющие собой 
трехпозиционный релейный элемент с гистере-
зисом, отличаются друг от друга значениями 
положительных параметров a b c, ,  (при этом 
b a> ), и имеют следующее общее описание
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где i = 1 2, ; n yi i-( )  – предыстория состояния 
функции.

Решая уравнения движений первой подсис-
темы (первые два уравнения в (9-а)) на неко-
тором промежутке времени [ , ]t ti i 1+ ,  где 
i = 0 1 2, , ,...,получим
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Вынужденному периодическому решению 
(движению) будут соответствовать различные 
симметричные последовательности «переклю-
чений» релейной функции (10). Эти последова-
тельности переключений дают необходимые 
условия существования периодических реше-
ний с указанным числом переключений.

Зададимся, например, последовательностью 
переключений а): t0 0= , t1 1= t , t2 1 2= +t t , 
t3 1 2 3= + +t t t , t4 1 2 3 4= + + +t t t t . При этом 
y t1( )  будет последовательно принимать значе-
н и я :  y b1 10( ) = ,  y a1 1 1( )t = ,  y b1 1 2 1( )t t+ = - , 
y a1 1 2 3 1( )t t t+ + = - ,  y b1 1 2 3 4 1( )t t t t+ + + =  
(представлено на рисунке 5).

Поскольку функция n y1 1( )  нечетная, то 
вынужденному периодическому решению в 
с и с т е м е  б у д е т  с о о т в е т с т в о в а т ь 
x x1 1 1 20( ) ( ).= - +t t

Интегрируя 2-е уравнение в (9-а) в соответст-
вии с (11) на промежутке 0 1,t[ ] , где t1 1= t  по-
лучим
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Рис. 4. Математические структуры системы (6) в условиях декомпозиций
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Интегрируя 2-е уравнение (9) в соответс-
твии с (11) на промежутке t t1 2,[ ] , где t1 1= t , 
t2 1 2= +t t  получим
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Из уравнения (13) при полученном значе-
нии t1  можно определить t t1 2+ .

Интегрируя 1-е уравнение (9-а) в соответс-
твии с (11) на промежутке t t1 2,[ ] , где t1 1= t , 
t2 1 2= +t t , получим
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По уравнениям (13) и (15) может быть 
построен график функции последования 
F1 1 1 1 1 2 0x x( ), ( )t t t+[ ] =  (представлен на ри-
с у н к е  6 ) .  З а м е н я я  в  ( 1 1 )  –  ( 1 5 ) 
x b b c a b c1 1 2 1 1 1, , , , , , , ,l l m m m11 21 12

 соответственно на 
з н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  x b b3 3 4, , , , ,l l m m32 42

 
c a b c2 2 2, , ,m24

, получим другую функцию после-
дования F2 3 1 3 1 2 0x x( ), ( )t t t+[ ] =  для второй 
подсистемы (третье и четвертое уравнения 
в (9-а)).

Вынужденные периодические движения с 
заданной последовательностью переключений 
релейного элемента и периодом равным 
2 1 2( )t t+  существуют: 1) в первой подсистеме 
(9-а), когда функция F1 1 1 1 1 2 0x x( ), ( )t t t+[ ] =  
в координатах x1 0( ) , - +x1 1 2( )t t  пересекает 
биссектрису координатного угла; 2) во второй 
подсистеме (9-а), когда график функции 
F2 3 1 3 1 2 0x x( ), ( )t t t+[ ] =  в координатах x3 0( ) , 

- +x3 1 2( )t t  пересекает биссектрису координат-
ного угла.

Полученные условия на параметры исход-
ной системы теперь дают нам достаточные ус-
ловия существования периодического решения 
заданного вида.

Характер пересечения определяет устойчи-
вость периодического движения. Зная условия 
существования периодических движений в 
каждой из подсистем (9-а), можно, используя 
вычислительные средства для численного ин-
тегрирования, получить эти движения в коор-
динатном виде: x t1

*( ) , x t2
*( ) , x t3

*( ) , x t4
*( ) . Движе-

ния, полученные для системы (6) являются 
составляющими движений в системе (5) соглас-
но преобразованию x M x= ◊ *.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящее время, как никогда прежде, 
стали актуальными вопросы точности и досто-
верности математического моделирования. 
Практика настоятельно требует применения 
таких моделей и таких методов решения, кото-
рые могут гарантировать необходимую и доста-
точную надежность результатов. Абсолютную 

Рис. 6 Диаграмма Кёнигса–Ламерия

Рис. 5. Задаваемые последовательности переключений релейного элемента

А. М. Камачкин, В. Н. Шамберов
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надежность результатов математического моде-
лирования обеспечивают только точные анали-
тические методы. Широкое применение числен-
ных методов исследования выявило не только 
их бесспорные преимущества, но и присущие 
им недостатки, к которым в первую очередь 
относится невозможность надежной оценки 
расчетных результатов. 

По мнению авторов, эффективное исследо-
вание многомерных нелинейных динамических 
систем возможно при разумном (корректном) 
сочетании точных аналитических методов ис-
следования с любыми другими методами. 

Предложенный подход позволяет эффектив-
но использовать накопленный опыт изучения 
аналитическими методами нелинейных дина-
мических систем невысокого порядка для ис-
следования динамических систем высокого 
порядка, осуществляемого, как правило, средс-
твами вычислительного эксперимента.

При необходимости синтеза систем с пара-
метрами, при которых их нельзя рассматривать 
в условиях декомпозиции, полученные резуль-
таты, могут использоваться как тестовые, поз-
воляющие провести необходимые исследования 
другими методами более эффективно.
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