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Аннотация. В работе представлена математическая модель и результаты исследования на её 
основе движения искусственного объекта в системе Земля–Луна. Модель учитывает возмуще-
ния движения искусственного объекта, возникающие под действием прецессии Луны, рассчи-
танной с помощью рядов Хилла-Брауна. Представлен алгоритм численного моделирования, 
позволяющий рассчитать орбиту искусственного объекта с учетом данных поправок. 
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Annotation. This paper presents the results of research and construction of a mathematical model 
of the artificial object in the Earth-Moon system. This model takes into account the perturbations 
of an artificial object movements that occur under the influence of the precession of the Moon, 
calculated using the Hill-Brown series. An algorithm for the numerical simulation, can calculate 
the orbit of an artificial body taking into account of the amendments.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из актуальных направлений иссле-
дований в небесной механике и теории диффе-
ренциальных уравнений много лет остается 
задача трех тел. Ее общее решение в пригодном 
для практического применения виде до сих пор 
не найдено [1–2]. Расчеты орбит трех тел при-
ходится проводить методами численного ин-
тегрирования, но хорошо известные класси-
ческие методы не всегда удовлетворительны, 
когда речь идет о сильноудаленных искусст-
венных спутниках Земли (СИСЗ) [3]. Такие 
объекты в виде космических телескопов и ор-
битальных зондов все чаще требуются астро-
физикам в связи с изучением солнечного ветра, 
излучения удаленных звезд и подобными ис-
следованиями. Проведение этих работ требует 
значительного удаления автоматических стан-
ций от Земли. Особенно удобными для данных 
наблюдений во всем диапазоне электромагнит-
ного спектра являются орбиты окрестностей 
точек либрации (так называемые коллинеар-
ные точки L1,  L2 , L3  и треугольные точки L4 , 
L5  [3-4]). В системах тел Земля–Солнце и 
Земля–Луна многие из них уже используют-
ся [5–7]. 

Исследований, посвященных использова-
нию более удобных в силу своего положения и 
устойчивости точек L4  и L5  системы Земля–
Луна, существует значительно меньше. В сис-
теме Земля–Солнце они также исследованы 
незначительно. Одним из немногих осущест-
вленных проектов стал запуск зондов STEREO 
A и STEREO B в 2006 г.

Важной причиной малого числа полетов 
СИСЗ в окрестности L4 –L5  является естествен-
ное накопление космического мусора и пыли 
(так называемые облака Кордылевского [8]) 
вблизи этих точек. Данный мусор может пред-
ставлять угрозу для искусственного объекта и 
затрудняет навигацию.

В настоящее время растет практический 
интерес к освоению точек L4 –L5  [9-10]. Возни-
кает потребность в отыскании орбит в окрест-
ности данных точек, удовлетворяющих несколь-
ким критериям: устойчивых, избегающих кос-
мического мусора и удобных для наблюдений. 
Практический интерес могут также представ-
лять квазиэллиптические орбиты, огибающие 
Землю и точки L4  и/или L5.  Подобные орбиты 
позволяют возвращать контейнеры с образцами 
космических частиц, набранных в окрестностях 
точек либрации, на Землю без существенных 
затрат.© Ерёменко А. П., Горбунов В. А., 2012
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Альтернативным общему решению и прак-
тически пригодным методом исследования ор-
бит искусственных тел является численный 
эксперимент, но в случае СИСЗ его проведение 
затруднено. Это связано с тем, что на движение 
спутника на таком удалении от Земли оказыва-
ет значительное влияние Луна, в свою очередь, 
ее точное движение сложно описать [11].

Целью настоящей работы является постро-
ение численно-аналитического метода, решаю-
щего задачу корректного моделирования дви-
жения СИСЗ в окрестностях треугольных точек 
либрации.

РАССЧЕТ ОРБИТЫ СИСЗ 
СТАНДАРТНЫМИ МЕТОДАМИ

Рассмотрим стандартную модель движения 
СИСЗ [1–3], используем хорошо известные 
методы ее интегрирования.

Существует большое количество форм урав-
нений движения в задаче многих тел. Выбран-
ная нами форма должна удовлетворять следу-
ющим требованиям: задача упрощается до 
плоской круговой ограниченной задачи трех 
тел; уравнения задачи должны иметь минималь-
ный порядок и форму записи, удобную для 
применения численных методов и контроля 
точности вычислений; при дальнейших иссле-
дованиях уравнения должны легко преобразо-
вываться в уравнения возмущенного движения, 
при этом они должны оставаться не менее удоб-
ными для численного интегрирования. 

Этим требованиям удовлетворяет представ-
ление задачи в классической форме Яко-
би [3,10,12]. В данной форме система уравне-
ний разбивается на две части: полностью интег-
рируемые уравнения – для кругового движения 
Луны; не имеющие полного набора первых 
интегралов уравнения – для сложного движе-
ния СИСЗ.

Примененный к плоской ограниченной за-
даче, записанной в абсолютных координатах 
(система 12 обыкновенных дифференциальных 
уравнений) переход Якоби также дает макси-
мально возможное понижение порядка (систе-
ма восьми обыкновенных дифференциальных 
уравнений).

Выберем следующую систему постоянных: 
мера массы: M  – масса Земли; мера времени: 
t  – сутки; мера расстояния: r  – возмущенное 
среднее расстояние Луны по Хиллу-Брау-
ну [12].

Классические уравнения движения n тел в 
абсолютной системе координат ( , , )x h z  можно 
записать как:
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Рассмотрим теперь плоскую задачу трех тел 
и отнесем движение точки M1  к системе коор-
динат с началом в точке M0,  а движение точки 
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Взаимные расстояния даются соотноше-
ниями:

 

D

D

2
01 1

2
1
2

2
02 2 1 1 0 1

2

2 1 0

= ¢ + ¢
= ¢ + ¢ ◊ + +

+ ¢ + ¢ ◊

x y
x x m m m

y y m m

,

( / ( ))

( / (1 ++
= ¢ - ¢ ◊ + +

+ ¢ - ¢ ◊ +

m
x x m m m

y y m m m

1
2

2
12 2 1 0 1

2

2 1 0 1
2

)) ,

( / ( ))

( / ( )) .

D 1

1

 

Теперь учтем, что масса СИСЗ относительно 
основных гравитирующих тел пренебрежимо 
мала, и окончательно перейдем к плоской огра-
ниченной задаче трех тел в координатах Якоби. 
Положив в (2) ¢ =m

2
0,  получим систему, разби-

вающуюся на две части:
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Численно-аналитический алгоритм моделирования орбит сильноудаленных искусственных спутников
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где f
•

 – гелиоцентрическая гравитационная 
постоянная [14].

Система (4) описывает круговое движение 
Луны вокруг Земли, система (5) – сложное 
движение СИСЗ [12].

Для исследования полученной модели вос-
пользуемся стандартным многошаговым мето-
дом Адамса 5-го порядка. Качественный резуль-
тат расчетов представлен на рис. 1.

Для системы (4) известно точное решение – 
круговая орбита Луны [12]. Из рис. 1 видно, что 
орбита Луны, рассчитанная методом Адамса 5-го 
порядка, не является точной окружностью, она 
замкнутая, но квазипериодическая.

Из физического смысла соотношений (4) и (5) 
ясно, что при такой точности расчетов даже для 
сравнительно простой системы сложно говорить 
о достоверности результатов орбиты СИСЗ [12].

ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД

Рядом ранних исследователей, таких как 
Ш. Делонэ, было показано, что на движение 
Луны оказывает огромное влияние притяжение 
Солнца и больших планет [11]. Математические 
трудности метода Делонэ заключались в необы-
чайной громоздкости метода исключения чле-
нов ряда в разложениях. Позднее Дж. У. Хилл 
нашел удобный способ интегрирования задачи 
трех тел путем разложения уравнений движе-
ния во вращающейся системе координат по 
степеням малого параметра m,  связанного с 
истинной аномалией n  [11–12].

Существует естественное превосходство ана-
литических теорий в скорости расчетов [11]. 
Кроме того, аналитические разложения до 3–4 
порядка вполне сопоставимы по точности с чис-
ленным интегрированием методами 5–6 поряд-
ков и требуют значительно меньше времени.

Разработанная нами численно-аналитичес-
кая модель движения СИСЗ сочетает достоинс-
тва обоих способов моделирования. Движение 
Луны рассчитывается аналитически, с помо-
щью одного из вариантов задачи Хилла-Брауна, 
затем проводится численное интегрирование 
задачи движения СИСЗ.

Прямоугольные координаты Луны предста-
вим в виде рядов Хилла, разложенных по ис-
тинной аномалии n :
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где (с точностью до членов пятого порядка, 
включительно) коэффициенты ai  равны [12]:
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Возмущенная большая полуось орбиты 
Луны дается выражением

 
A m m
m m

= - ◊ + ◊ +
+ ◊ - ◊

a(

),

1 1 6 1 3

407 2304 67 288

2 3

4 5  

здесь a n= =m 23 1 0007163. r – большая полу-

ось орбиты Луны; m n n n= + = ◊� �( ) 8.08489 10-3  – 
параметр Хилла; n и �n  определяются из эфеме-
риды DE405/LE405 [13].

Ограничимся в (6) разложением до второго 
порядка и окончательно получим:
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Рис. 1. Орбиты Луны и СИСЗ плоской ограничен-

ной задачи трех тел, метод Адамса 5-го порядка, 
интервал 200t. По оси абсцисс – параметрические 
координаты X Луны и СИСЗ в r, по оси ординат – 
параметрические координаты Y Луны и СИСЗ в r
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Выражениями (7) даются координаты 
Луны, найденные аналитически.

Вторым этапом определим координаты 
СИСЗ, они даются уравнениями (5).

Мы построили численно-аналитическую 
модель плоской ограниченной задачи трех тел, 
представленную в виде системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений:
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Данная система зависит от истинной анома-
лии и не является автономной. Нами предложен 
следующий алгоритм ее решения.

На первом этапе необходимо рассчитать 
среднее движение Луны аналитически с по-
мощью рядов Хилла-Брауна на промежутке t. 
Так мы получим явно выраженные координа-
ты Луны в выбранной системе в данный мо-
мент времени, не зависящие от истинной 
аномалии.

На втором этапе примем положение Луны 
постоянным на том же промежутке. Подставим 
полученные координаты в нашу систему диф-
ференциальных уравнений и приведем ее к 
автономному виду на интервале t t, .+( )1

Разобьем этот отрезок на опорные точки и 
проведем интегрирование полученной автоном-
ной системы дифференциальных уравнений 
численно. Действуя так, мы получим n после-
довательно интегрируемых автономных систем, 
описывающих движение СИСЗ с учетом сред-
него движения Луны на заданном интервале, 
где n – общее количество точек, в которых ищет-
ся решение.

Сшивание решений произведем посредством 
передачи последнего значения координат и 
скоростей СИСЗ, полученных на i-м шаге в 
качестве начальных условий для функции-ре-
шателя на i+1-м шаге. Необходимая гладкость 
решения достигается за счет выбора надлежа-
щего числа опорных точек.

На рис. 2 представлен результат работы дан-
ного алгоритма.

РЕЗУЛЬТАТЫ

С помощью свойств интеграла Якоби мы 
исследовали количественные отличия между 
построенной нами моделью и стандартной. 

Как известно [1, 3], уравнения (4) имеют 
лишь один первый интеграл, существующий, 
если (5) – круговая ограниченная задача. По-
лучить этот интеграл можно, перейдя от бари-
центрической системы координат к специаль-
ной, вращающейся с постоянной угловой ско-
ростью вокруг оси Gz. Здесь G – барицентр 
системы m m0 1+ ,  ось z перпендикулярна плос-
кости орбит Луны и СИСЗ.

Обозначим новые координаты ( , )x h  и запи-
шем преобразование, связывающее старые ко-
ординаты и новые [12]:
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Истинная аномалия n  найдется как 
v t n t( ) ,= ◊  где n – среднее движение точки m1.  
Искомый интеграл выразится в данной системе 
координат как:

 n 2 2= -U H ,  (10)

где n x h2 2 2= +� �  – полная скорость СИСЗ 

в новой системе координат; U n= + +1
2

2( )x h  
m m

+ +0

0

1

1

( )f
r rE  – потенциальная энергия; 

r1
2 2 2= - +( ) ,x ha  r2

2 2 2= - +( )x hb  – радиус-век-

Рис. 2. Орбиты Луны и СИСЗ плоской ограничен-
ной задачи трех тел, используется численно-
аналитический метод, интервал 200t. По оси 

абсцисс – параметрические координаты X Луны 
и СИСЗ в r, по оси ординат – параметрические 

координаты Y Луны и СИСЗ в r
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торы гравитирующих тел;  a
m r

m m
=

+
1

0 1

,  

b
m r

m m
=

+
0

0 1

 – приведенные массы; r m m= 0 1

� �����
 – 

расстояние между гравитирующими телами; 
H – постоянная энергии. 

Обратив матрицу перехода из (9) получим:
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Это выражение позволит нам пересчитать 
массив координат ( , )x y  в ( , ).x h  Конечно, после 
преобразования интеграл станет зависеть явно 
от времени, так как от времени зависит v t n t( ) .= ◊  
Строго говоря, результат преобразования уже 
не может называться первым интегралом, но мы 
исследовали его регулярность.

Псевдоинтеграл периодичен, причем для 
обеих моделей наиболее нерегулярное поведе-
ние (в виде хаотичных всплесков) наблюдается 
в окрестности сшивания решений. Применение 
численно-аналитического метода позволяет 
сократить их высоту в среднем на 13 5. %.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная модель и алгоритм ее реали-
зации отличаются следующими основными 
преимуществами:

1) Орбита Луны определяется физически 
корректно, при этом вычисления проводятся 
путем суммирования ряда Хилла-Брауна, ко-
торый быстро сходится [11-12].

2) Разбиение решения на интервалы позво-
ляет легко управлять точностью и скоростью 
вычислений, при этом смешанная система ре-
шается на порядок быстрее (на системе класса 
AMD Phenom II, 4 Gb ОЗУ расчет на указанном 
интервале 200 t  занимает не более 1-2 с , по 
сравнению с 4-5 с классического метода). Вы-
игрыш в скорости особенно заметен при даль-
нейшем увеличении отрезка интегрирования.

3) Метод работает при значении погрешнос-
ти внутреннего численного алгоритма (напри-
мер, в MathCAD это системная переменная TOL), 
равной 10 5-  и менее. Аналогичная погрешность 
стандартной модели должна быть не менее 10 7-  
для достижения сравнимой точности.

4) Данная модель является более физически 
корректной, так как учитывает основные гра-
витационные возмущения [11].

Учитывая это, можно рекомендовать усо-
вершенствованную математическую модель 

движения СИСЗ, как и алгоритм ее реализа-
ции для проведения численных эксперимен-
тов по отысканию орбит в окрестности треу-
гольных точек либрации системы Земля–
Луна.
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