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Аннотация. В гибельтовых пространствах рассматриваются задачи управления нелинейными 
системами со спектральным параметром, внешним возмущением и разрывным оператором. 
Оператор в уравнении состояния равен сумме линейного фредгольмова отображения нулево-
го индекса и разрывного компактного оператора. Получена теорема о разрешимости для ис-
следуемых задач. Общие результаты применяются к задачам управления и распределенными 
системами эллиптического типа со спектральным параметром и разрывной по фазовой пере-
менной нелинейностью с несимметричной дифференциальной частью при наличии внешнего 
возмущения для установления разрешимости таких задач.
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Annotation. In gibeltovyh spaces are considered the control problem of nonlinear systems with a 
spectral parameter, the external perturbation and discontinuous operator. The operator in the 
equation of state is the sum of a linear Fredholm mapping of index zero and discontinuous compact 
operator. A result on the solubility of the studied tasks. The general results are applied to problems 
of management and distributed systems of elliptic type with a spectral parameter and a discontinuous 
phase of variable nonlinearity with asymmetric part of the differential in the presence of an external 
perturbation to determine the solvability of such problems.
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ВВЕДЕНИЕ 

В работе [1] в банаховых пространствах 
рассматривались задачи оптимального управ-
ления системами с разрывными операторами 
и содержащими дополнительный скалярный 
параметр, называемый спектральным. В рабо-
те [2] изучался вопрос управления такими 
системами при наличии внешнего возмуще-
ния. Полученные вариационным методом 
общие результаты применены к задачам уп-
равления для операторов эллиптического типа 
с разрывными нелинейностями. Данная рабо-
та является продолжением исследований [1], 
[2] и посвящена разрешимости задачи управ-
ления с внешним возмущением для некоторо-
го класса уравнений с разрывным оператором 
и спектральным параметром в гильбертовом 
пространстве. При этом устанавливается су-

ществование таких решений абстрактных 
уравнений, которые являются точками непре-
рывности оператора уравнения. Методом ре-
гуляризации и теории топологической степени 
для многозначных компактных векторных 
полей [3] получено достаточное условие не-
пустоты множества допустимых троек «возму-
щение – управление – состояние» для таких 
задач. Общая теорема применяется к исследо-
ванию управляемых распределенных систем 
эллиптического типа со спектральным пара-
метром и разрывной нелинейностью с несим-
метричной дифференциальной частью при 
наличии внешнего возмущения. В отличие от 
работ [1], [2] в данной работе рассматривает-
ся существенно другой класс задач управления 
для уравнений с разрывными операторами. 
Ранее уравнения со спектральным параметром 
и разрывным оператором рассматривались в 
работах [4]–[10].
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1. ОБЩИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Управляемая система в гильбертовом про-
странстве H  описывается уравнением состоя-
ния, содержащим возмущение, вида 

 Au Tu Bv Dw- +l = .  (1)

Здесь A H H: Æ  – линейное фредгольмово 
отображение нулевого индекса, что означает 
замкнутость области значений R A( )  оператора 
A , конечномерность ядра kerA  и равенство 
размерностей kerA  и kerA* ; l  – положитель-
ный параметр; T H H: Æ  разрывное, компак-
тное отображение (т. е. множество TG  предком-
пактное в H  для любого ограниченного подмно-
жества G  множества H ), удовлетворяющее 
условию 

 
|| || || ||

= 0;
u

Tu
uÆ+•

lim   (2)

оператор B U H: Æ  линейный и ограничен-
ный, U  – банахово пространство управлений, 
управление v U UadŒ Ã , Uad  – множество всех 
допустимых управлений для системы (1); опе-
ратор D W H: Æ  линейный и ограниченный, 
W  – банахово пространство возмущений, воз-
мущение w WŒ . Кроме того, предполагается, 
что оператор A  принадлежит классу ( )S +  [11], 
т. е. для любой последовательности ( )u Hn Ã  из 
слабой сходимости un  к u  и неравенства 

n
n nAu u u

Æ•

- £lim( , ) 0  следует сильная сходимость 

( )un  к u  в H . Здесь и далее через ( , )z x  будем 
обозначать скалярное произведение элементов 
z x,  из H . Дадим определения, используемые 
в данной работе.

Определение 1. Элемент u HŒ  называется 
точкой разрыва оператора T H H: Æ , если 
найдутся последовательность ( )u Hn Ã , сильно 
сходящаяся к u , и вектор h HŒ  такие, что 
( , )Tu hn  не сходится к ( , )Tu h , т. е. u  не являет-
ся точкой деминепрерывности оператора T .

Определение 2. Элемент u HŒ  называется 
сильно регулярной точкой для оператора 
T H H: Æ , если существует вектор h HŒ  та-
кой, что 

t

T u t h
Æ

+
0

( ( ), ) < 0.lim

Определение 3. Секвенциальным замыка-
нием локально ограниченного отображения 
T E E: 1 2Æ  (E1 , E2  – банаховы пространства) 
называется отображение ST  из E1  в E2  (вооб-
ще говоря, многозначное), значение STx  (
x EŒ 1 ) которого совпадает с замкнутой выпук-
лой оболочкой множества всех слабо предель-

ных точек в E2  последовательностей вида ( )Txn , 
где x xn Æ  в E1 .

Определение 4. Обобщенным решением 
уравнения (1) при фиксированных управле-
нии v  и возмущении w  называется элемент 
u HŒ ,  у д о в л е т в о р я ю щ и й  в к л ю ч е н и ю 
Au Bv Dw STu- - Œ l ,  где ST  – секвенциаль-
ное замыкание оператора T .

Определение 5. Классическим решением 
уравнения (1) при фиксированных управлении 
v  и возмущении w  называется элемент u HŒ , 
если Au Bv Dw Tu- - = l .

Допускается, что для некоторых v UadŒ , 
w WŒ  система (1) либо не имеет решений, либо 
имеет более одного решения, т. е. возможен 
сингулярный случай [12].

Определение 6. Упорядоченная тройка 
( , , )ˆ ˆ ˆw v u  называется допустимой тройкой «воз-
мущение – управление – состояние» для систе-
мы (1), если ŵ WŒ , v̂ UadŒ , а û  – решение 
уравнения (1) при w w= ˆ  и v v= ˆ .

Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Пусть выполнены условия
1) A  – линейный оператор, действующий 

из гильбертова пространства H  в пространство 
H , фредгольмов, нулевого индекса и принадле-
жит классу ( )S + ;

2) отображение T H H: Æ  разрывное, ком-
пактное и удовлетворяет условию (2);

3) существует линейный изоморфизм L  
между kerA  и kerA*  такой, что для любой пос-
ледовательности ( )u Hn Ã  с || ||un Æ +•  и 
|| || 1u u u An n

- ◊ Æ Œker  имеет место неравенство 

n
nTu u Bv Dw u

Æ•

- < +lim( , ) ( , )l L L  или же для каж-

д о й  т а к о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 

n
nTu u Bv Dw u

Æ•

- > +lim( , ) ( , )l L L ;

4) любая точка разрыва оператора T  сильно 
регулярная для Au Tu- l ;

5) оператор B U H: Æ  линейный и ограни-
ченный, пространство управлений U  банахово, 
множество допустимых управлений U Uad Ã  
непусто;

6) оператор D W H: Æ  линейный и ограни-
ченный, пространство возмущений W  банахово.

Тогда для любых v UadŒ , w WŒ  существу-
ет классическое решение уравнения (1), явля-
ющееся точкой непрерывности оператора T .

Доказательство теоремы 1.
Как и в работе [13], при выполнении усло-

вий 1)–3) теоремы 1 и любых фиксированных 

О существовании решения задачи управления с возмущением для одного класса уравнений...
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управлении v , возмущении w  устанавливается, 
что 

 Au Bv Dw STu- - Œ l ,  (3)

где ST  – секвенциальное замыкание оператора 
T . Данное включение означает, что найдется 
элемент u HŒ , который является обобщенным 
решением уравнения (1). Таким образом, для 
любых v UadŒ , w WŒ  существует обобщенное 
решение уравнения (1).

В силу [13] при выполнении условия 4) те-
оремы 1 и любых фиксированных управлении 
v , возмущении w  получаем, что u , удовлетво-
ряющее (3), точка непрерывности оператора T . 
Для точки непрерывности u  оператора T  зна-
чение STu  совпадает с Tu  и в этом случае 
включение (3) совпадает с уравнением 
Au Bv Dw Tu- - = ,l  т. е. u  – классическое 
решение уравнения (1) и точка непрерывности 
оператора T .

Итак, для любых управления v UadŒ  и воз-
мущения w WŒ  существует классическое ре-
шение уравнения (1), являющееся точкой не-
прерывности оператора T . Достаточное условие 
непустоты множества допустимых троек «воз-
мущение – управление – состояние» для систе-
мы (1) получено. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Положив в уравнении (1) 
v x( ) 0∫  и w x( ) 0∫ , т. е. исключив из рассмот-
рения управление и возмущение, получим ре-
зультат о разрешимости уравнений со спект-
ральным параметром и разрывным оператором, 
где в отличие от работ [4]–[10] квазипотенци-
альность оператора T  не предполагается.

2. ПРИЛОЖЕНИЯ 

В ограниченной области W Ã Rn  c границей 
G  класса C2,a  ( 0 < 1a £ ) рассматривается 
управляемая распределенная система с вне-
шним возмущением вида 

 

Lu x a x u

b x u c x u x

g x

i j

n

ij xi x j

j

n

j x j

( ) ( ( ) )

( ) ( ) ( ) =

= ( ,

, =1

=1

∫ - +

+ +

Â

Â
l uu x Bv x Dw x x( )) ( ) ( ), ,+ + Œ W

 (4)

 Gu | = 0.G  (5)

 Здесь L  – равномерно эллиптический диф-
ференциальный оператор с коэффициентами 
a b cij j, ( ), ( )1, 0,Œ ŒC Ca aW W ; l  – положительный 
параметр; функция g : W ¥ ÆR R  суперпози-
ционно измеримая, и для почти всех x Œ W  се-

чение g x( , )◊  имеет на R  разрывы только перво-
г о  р о д а ,  g x u g x u g x u( , ) [ ( , ), ( , )]Œ - +  " Œu R,  

g x u g x g x u g x
u u

-
Æ

+
Æ

= =( , ) lim ( , ), ( , ) lim ( , ),
h h

h h  

| ( , ) | ( )g x u a x£  " Œu R , a qŒL ( )W , q
n

n
>

2
2+

; 

оператор B U q: ( )Æ L W  линейный и ограничен-
ный, U  – банахово пространство управлений, 
функция v x( )  в уравнении (4) играет роль уп-
равления, управление v U UadŒ Ã , Uad  – мно-
жество всех допустимых управлений для систе-
мы (4)–(5); оператор D W q: ( )Æ L W  линейный 
и ограниченный, W  – банахово пространство 
возмущений, функция w x( )  в уравнении (4) 
играет роль возмущения, возмущение w WŒ . 
Оператор граничного условия Gu x( )  равен либо 
u x( )  ( у с л о в и е  Д и р и х л е ) ,  л и б о 
∂
∂

∫ Âu
x a x u n x

L i j

n

ij xi jn
( ) ( ) ( , ),

, =1

cos  n  – внешняя 

нормаль к границе G , cos( , )n x j  – направляю-
щие косинусы нормали n  (условие Неймана), 

либо 
∂
∂

+u
x x u x

Ln
( ) ( ) ( )s  с функцией s aŒC1, ( )G  

неотрицательной и не равной тождественно 
нулю на G  (третье краевое условие).

Применив теорему 1 к задаче (4)–(5), полу-
чим, что множество допустимых троек «возму-
щение – управление – состояние» для системы 
(4)–(5) непусто.

Замечание 2. В отсутствии управления и 
возмущения (v ∫ 0 , w ∫ 0 ) получим результат 
о разрешимости основных краевых задач для 
уравнений эллитического типа со спектральным 
параметром и разрывными нелинейностями без 
предположения формальной самосопряженнос-
ти дифференциальной части уравнения, где в 
отличие от работ [4, 5, 7, 10] не требуется 
b xj ( ) 0∫ , j n= 1, .
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