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Аннотация. Рассматриваются задачи управления системами со спектральным параметром и 
разрывным оператором в гильбертовых пространствах. Достаточное условие непустоты мно-
жества допустимых пар «управление – состояние» в таких задачах получено методом регуля-
ризации и теории топологической степени для многозначных компактных векторных полей. 
Общий результат может быть применен к задачам управления распределенными системами 
эллиптического типа со спектральным параметром и разрывной нелинейностью с несиммет-
ричной дифференциальной частью.
Annotation. We consider control problems for systems with a spectral parameter and a discontinuous 
operator in Hilbert spaces. Using the regularization method and the topological degree theory for 
multivalued compact vector fields, the sufficient condition of non-emptiness for the set of the 
acceptable «control – state» pairs is obtained. The general result may be applied to controlled 
problems of the distributed elliptic type systems with a spectral parameter and discontinuous 
nonlinearity with a non-symmetrical differential part.
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ВВЕДЕНИЕ

В работах [1–4] получены общие результаты 
об управляемых системах с разрывными опера-
торами в банаховых пространствах. В этих ра-
ботах установлены предложения о непустоте и 
слабой замкнутости множества допустимых пар 
«управление – состояние», приведены достаточ-
ные условия существования оптимальной пары 
«управление – состояние» для изучаемого клас-
са задач управления методом монотонных опе-
раторов [1] и вариационным методом [1]. По-
лученные общие результаты из работ [1–4] 
применены к задачам управления распределен-
ными системами эллиптического типа с разрыв-
ными нелинейностями. Данная работа являет-
ся продолжением этих исследований и посвя-
щена разрешимости задачи управления для 
некоторого класса уравнений с разрывными 
операторами и дополнительным скалярным 
параметром, называемым спектральным.

В данной работе рассматривается задача уп-
равления нелинейной системой с разрывным 
оператором и спектральным параметром в гиль-

бертовом пространстве. Рассматриваются урав-
нения с некоэрцитивным оператором, равным 
сумме линейного фредгольмова отображения 
нулевого индекса и разрывного компактного 
оператора. Найдено достаточное условие непус-
тоты множества допустимых пар «управление – 
состояние» для таких задач – общая теорема о 
разрешимости уравнений с разрывными опера-
торами. Полученная теорема доказывается с 
помощью регуляризации и теории топологичес-
кой степени для многозначных компактных 
векторных полей [4] и развивает результаты 
работ [1]–[3]. При этом устанавливается сущес-
твование таких решений абстрактных уравне-
ний, которые являются точками непрерывности 
оператора уравнения. Полученная общая теоре-
ма может быть применена к исследованию уп-
равляемых распределенных систем эллиптичес-
кого типа со спектральным параметром и раз-
рывной по фазовой переменной нелинейностью 
с несимметричной дифференциальной частью.

В отличие от работ [1], [2] в данной работе 
рассматриваемые уравнения состояния управля-
емой системы содержат спектральный параметр, 
коэрцитивность оператора в уравнении состояния 
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не предполагается. Кроме того, в отличие от работ 
[1]–[3] рассматривается существенно другой 
класс задач управления для уравнений с разрыв-
ными операторами в гильбертовом пространстве. 
Ранее уравнения с разрывными операторами и 
спектральным параметром в банаховых про-
странствах рассматривались в работах [5]–[9].

1. ОБЩИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

В гильбертовом пространстве H  управляемая 
система описывается уравнением состояния 

 Au Tu Bv- l = ,  (1)

где A H H: Æ  – линейное фредгольмово отобра-
жение нулевого индекса, что означает замкну-
тость области значений R A( )  оператора A , ко-
нечномерность ядра kerA  и равенство размер-
ностей kerA  и kerA* ; l  – положительный пара-
метр; T H H: Æ  разрывное, компактное отобра-
жение (т. е. множество TG  предкомпактное в H  
для любого ограниченного подмножества G  
множества H ), удовлетворяющее условию 

 
|| || || ||

= 0;
u

Tu
uÆ+•

lim  (2)

оператор B U H: Æ  линейный и ограниченный, 
U  – банахово пространство управлений; управ-
ление v U UadŒ Ã , Uad  – множество всех допусти-
мых управлений для системы (1).

Отметим, что условие (2) выполняется, напри-
мер, для ограниченного на H  оператора T , т. е. 
такого отображения T , для которого существует 
постоянная M > 0  такая, что || ||Tu M u H£ " Œ .

Кроме того, предположим, что оператор A  
принадлежит классу ( )S +  [10], т. е. для любой 
последовательности ( )u Hn Ã  из слабой сходи-
мости un  к u  и неравенства lim( , )

n n nAu u u
Æ•

- £ 0  
следует сильная сходимость ( )un  к u  в H . Здесь 
и далее через ( , )z x  будем обозначать скалярное 
произведение элементов z x,  из H . Потребуются 
следующие определения.

Определение 1. Оператор T H H: Æ  называ-
ется коэрцитивным, если 

 ( , ) (|| ||) || || ,Tu u c u u u H≥ ◊ " Œ  

где c R R: + Æ  непрерывная на R+  функция и 
lim ( )
t

c t
Æ+•

= +• . И некоэрцитивным в противном 
случае.

Определение 2. Элемент u HŒ  называется 
точкой разрыва оператора T H H: Æ , если най-
дутся последовательность ( )u Hn Ã , сильно схо-
дящаяся к u , и вектор h HŒ  такие, что ( , )Tu hn  
не сходится к ( , )Tu h , т. е. u  не является точкой 
деминепрерывности оператора T .

Определение 3. Элемент u HŒ  называется 
сильно регулярной точкой для оператора 
T H H: Æ , если существует h HŒ  такой, что 

 lim( ( ), ) .
w

T u w h
Æ

+ <
0

0  

Определение 4. Секвенциальным замыканием 
локально ограниченного отображения T E E: 1 2Æ  
(E1 , E2  – банаховы пространства) называется 
отображение ST  из E1  в E2  (вообще говоря, мно-
гозначное), значение STx  ( x EŒ 1 ) которого сов-
падает с замкнутой выпуклой оболочкой мно-
жества всех слабо предельных точек в E2  после-
довательностей вида ( )Txn , где x xn Æ  в E1 .

Определение 5. Обобщенным решением урав-
нения (1) при фиксированном управлении v  
называется элемент u HŒ , удовлетворяющий 
включению 
 Au Bv STu- Œ l ,  

где ST  – секвенциальное замыкание оператора 
T .

Определение 6. Упорядоченная пара ( , )ˆ ˆv u  
называется допустимой парой «управление – со-
стояние» для системы (1), если v̂ UadŒ , а û  – 
обобщенное решение уравнения (1) при v v= ˆ .

Определение 7. Элемент u HŒ  называется 
классическим решением уравнения (1) при фик-
сированном управлении v , если Au Bv Tu- = l .

Для уравнений с разрывными операторами 
решения рассматриваются как обобщенные, так 
и классические. Допускается, что для некоторых 
v UadŒ  система (1) либо не имеет решений, либо 
имеет более одного решения, т. е. возможен 
сингулярный случай [11].

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Предположим, что
1) A  – линейный оператор, действующий из 

гильбертова пространства H  в пространство H , 
фредгольмов, нулевого индекса и принадлежит 
классу ( )S + ;

2) отображение T H H: Æ  разрывное, ком-
пактное и удовлетворяет условию (2);

3) существует линейный изоморфизм L  
между kerA  и kerA*  такой, что для любой после-
д о в а т е л ь н о с т и  ( )u Hn Ã  с  || ||un Æ +•  и 
|| || 1u u v An n

- ◊ Æ Œker  имеет место неравенство 
lim( , )
n

nTu v
Æ•

>L 0  или же для каждой такой после-
довательности lim( , )

n nTu v
Æ•

<L 0 ;
4) любая точка разрыва оператора T  сильно 

регулярная для F u Au Tul l= - ;
5) оператор B U H: Æ  линейный и ограни-

ченный, пространство управлений U  банахово, 
множество допустимых управлений U Uad Ã  
непусто.

О разрешимости задачи управления для одного класса уравнений с разрывными операторами...
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Тогда для любого управления v UadŒ  сущес-
твует классическое решение уравнения (1), яв-
ляющееся точкой непрерывности оператора T .

Доказательство теоремы 1.
Как и в работе [4], при выполнении условий 

1)–3) теоремы 1 и любом фиксированном уп-
равлении v  (управление v  существует, посколь-
ку множество Uad  непусто в силу условия 5) 
теоремы 1), устанавливается, что 

 Au Bv STu- Œ l ,  (3)

где ST  – секвенциальное замыкание оператора 
T . Данное включение означает, что найдется 
u HŒ , которое является обобщенным решением 
уравнения (1). Таким образом, для любого 
v UadŒ  существует обобщенное решение уравне-
ния (1).

При выполнении условия 4) теоремы 1 и 
любом фиксированном управлении v , как и в 
работе [4], показывается, что u , удовлетворяю-
щее (3), точка непрерывности оператора T . Для 
точки непрерывности u  оператора T  значение 
STu  совпадает с Tu  и в этом случае включе-
ние (3) совпадает с уравнением 

 Au Bv Tu- = ,l  

т. е. u  – классическое решение уравнения (1) 
и точка непрерывности оператора T .

Итак, для любого управления v UadŒ  сущес-
твует классическое решение уравнения (1), 
являющееся точкой непрерывности оператора 
T . Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Пусть D  – множество всех 
допустимых пар «управление – состояние» для 
системы (1). Тогда теорема 1 является достаточ-
ным условием непустоты множества D .

Замечание 2. Доказательство существова-
ния классических решений уравнения (1) пот-
ребовало дополнительных ограничений на 
точки разрыва оператора T  – сильную регуляр-
ность точек разрыва оператора Fl  (условие 4) 
теоремы 1). В работах [5, 6, 8] рассматривались 
только обобщенные решения.

Замечание 3. В отсутствии управления 
( v ∫ 0 ) полученный общий результат (теорема 
1) может быть применен для установления раз-
решимости уравнений со спектральным пара-
метром и разрывным некоэрцитивным опера-
тором в гильбертовом пространстве, где в отли-
чие от работ [5]–[9] не предполагается квази-
потенциальность оператора T , а в отличие от 
работ [6]–[9], кроме того, не требуется моно-
тонность оператора уравнения.

2. ПРИЛОЖЕНИЯ 

Полученные в п. 1 общие результаты могут 
быть применены к нижеследующей задаче.

В ограниченной области W Ã Rn  c границей 
G  класса C 2,a , 0 < 1a £  рассматривается управ-
ляемая распределенная система вида 

 
Lu x a x u b x u c x u x

g x u
i j

n

ij xi xj
j

n

j xj
( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ) =

= ( ,
, =1 =1

∫ - + +Â Â
l (( )) ( ), ,x Bv x x+ Œ W

 (4)

 Gu | = 0,G  (5)

где L  – равномерно эллиптический дифферен-
циальный оператор с коэффициентами 
a b C c Cij j, ( ), ( )1, 0,Œ Œa aW W ; l  – положительный па-
раметр; функция g R R: W ¥ Æ  суперпозиционно 
измеримая и для почти всех x Œ W  сечение g x( , )◊  
имеет на R  разрывы только первого рода, 
g x u g x u g x u( , ) [ ( , ), ( , )]Œ - +  " Œu R,  g x u g x

u
-

Æ
=( , ) lim ( , ),

h
h  

g x u g x
u

+
Æ

=( , ) lim ( , ),
h

h  | ( , ) | ( )g x u a x£  " Œu R , a LqŒ ( )W , 

q
n

n
>

2
2+

; оператор B U Lq: ( )Æ W  линейный и ог-

раниченный, U  – банахово пространство уп-
равлений; функция v x( )  в уравнении (4) играет 
роль управления, управление v U UadŒ Ã , Uad  – 
множество всех допустимых управлений для 
системы (4)–(5); граничное условие (5) явля-
ется либо условием Дирихле u x( ) | = 0G , либо ус-

ловием Неймана ∂
∂

u
n

x
L

( ) | = 0G  с конормальной 

производной ∂
∂

∫ Âu
n

x a x u n x
L i j

n

ij xi j( ) ( ) ( , ),
, =1

cos  n  – вне-

шняя нормаль к границе G , cos( , )n x j  – направ-
ляющие косинусы нормали n , либо третьим 

краевым условием ∂
∂

+
u
n

x x u x
L

( ) ( ) ( ) | = 0,s G  в кото-

ром функция s aŒC1, ( )G  неотрицательна и не 
равна тождественно нулю на G .

В данном случае формальная самосопря-
женность дифференциального оператора L  в 
уравнении (4) и коэрцитивность оператора 
краевой задачи (4)–(5) в рассматриваемых 
функциональных пространствах не предпола-
гаются.

Применив теорему 1 к задаче (4)–(5), полу-
чим, что множество D  всех допустимых пар 
«управление – состояние» для системы (4)–(5) 
непусто.

Замечание 4. Положив в уравнении (4) 
v x( ) 0∫ , т. е. исключив из рассмотрения управ-
ление, общий результат может быть применен 
для установления разрешимости основных 
краевых задач для уравнений эллитического 
типа со спектральным параметром и разрывны-

Д. К. Потапов
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ми нелинейностями без предположения фор-
мальной самосопряженности дифференциаль-
ной части уравнения, где в отличие от работ [5, 
6, 8] не требуется b xj( ) 0∫ , j n= 1, .

Замечание 5. В предположении, что нели-
нейность g x u( , )  равна разности суперпозицион-
но измеримых функций g x u2( , )  и g x u1( , ) , неубы-
вающих по фазовой переменной u  при почти 
всех x Œ W , методом верхних и нижних решений 
для уравнений эллиптического типа с разрыв-
ными нелинейностями [12], может быть также 
установлена разрешимость задачи (4)–(5), что, 
однако, будет описывать в абстрактном случае 
класс операторных уравнений, отличный от 
рассмотренного в данной работе.
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