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Аннотация. В работе рассматривается многокритериальная трёхиндексная задача о назначе-
ниях. Предлагается алгоритм решения, в основе которого лежит переход к двойственной зада-
че с последующим использованием метода Удзавы. 
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Рассматриваемая задача возникает, напри-
мер, при комплектовании штатов на нескольких 
предприятиях одновременно. Как правило, при 
этом каждое предприятие стремится миними-
зировать затраты, связанные с приёмом на ра-
боту. Часто возникает ситуация, в которой не 
каждый претендент умеет делать любую из 
предложенных работ.

Рассмотрим математическую формализацию 
задачи.

Пусть имеется K предприятий и m претен-
дентов на n

1
, …,n

K
 мест работы на каждом пред-

приятии соответственно. Условие конкуренции 
предполагает, что количество претендентов 
больше числа предложенных мест, то есть 
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Обозначим через 
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Известна стоимость c

ijk
 затрат, связанных с 

назначением i-ого претендента на j-ое место на 
k-ом предприятии. Требуется распределить 
претендентов по рабочим местам так, чтобы 
каждый нанятый претендент занял одно место, 
каждое место было занято одним претендентом 

и так, чтобы связанные с этим распределением 
затраты каждого предприятия были минималь-
ными.
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Для формализации задачи введём перемен-
ные:
где i m k K j n

k
= = =1 1 1, , , , , .    

Математическая модель задачи выглядит 
при этом следующим образом:
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Заметим, что в результате получена много-
критериальная задача с ограничениями, анало-
гичными ограничениям задачи о назначениях. 
В дальнейшем предполагается использование 
венгерского метода. С этой целью перепишем 
задачу с учётом следующих изменений коэффи-
циентов целевых функций. 

Обозначим через
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где M – коэффициент штрафа, запрещающий 
назначение i-ого претендента на j-ую работу на 
k-ом предприятии в случае, если он не умеет её 
делать.

В результате задача перепишется в виде:
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Ограничения (2) являются следствием огра-
ничений (3), однако для удобства дальнейшей 
алгоритмизации они не убираются из матема-
тической модели.

Требования (1) и (2) являются стандартны-
ми ограничениями задачи о назначениях, а 
ограничение (3) означает, что один и тот же 
претендент не может быть одновременно назна-
чен на работу на нескольких предприятиях.

Вместо многокритериальной задачи рас-
смотрим задачу с целевой функцией следующе-
го вида:

 min max ( ), ..., ( )L X L XK K1 1( ){ } . 

О б о з н а ч и м  ч е р е з  m  в ы р а ж е н и е 
m = ( )max ( ), ..., ( )L X L XK K1 1 . Кроме того, через 
S обозначит множество x y,{ } , удовлетворяю-
щих задаче о назначениях: 
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Задача при этом примет вид:
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Для алгоритмизации данной задачи предпо-
лагается использовать двойственный метод 
Удзавы. С этой целью перепишем задачу с по-
мощью функции Лагранжа.

Функция Лагранжа для данной задачи мо-
жет быть записана в виде:
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В результате исходная задача переписыва-
ется следующим образом
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двойственная к ней имеет вид
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Схема двойственного алгоритма Удзавы 
для решения подобных задач выглядит следу-
ющим образом [2]:

Шаг 0.  Задать начальные значения 
u w x N0 0 0 00 0 0≥ ≥ =, , , ,m .

Использование двойственных методов для решения трёхиндексной задачи о назначениях
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Шаг 1. Вычислить 
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Проверка на останов. Если тест на останов 
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Иначе вычислить mN +1 .

Шаг 2. Вычислить u
k
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i
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где через —̂w  обозначено соответствующее 
значение субградиента двойственной функции 
w( )◊ .

Увеличить N на единицу. Переход к шагу 1.
Для реализации вычислительной схемы 

преобразуем функцию Лагранжа следующим 
образом
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В результате на первом шаге алгоритма ре-
шаются следующие задачи:
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где задачи, соответствующие пункту 1, являют-
ся задачами о назначениях с меняющимися в 
процессе работы алгоритма матрицами затрат.

Заметим, что в силу определения перемен-
ной m  справедливы ограничения
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Таким образом, задача по m  решается сле-
дующим образом:
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Окончательно алгоритм решения исходной 
задачи принимает следующий вид.

Модельная схема алгоритма:
1. Ввести начальные данные 
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2. Решить K задач о назначениях (4).
3. Проверить выполнение неравенств 
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Если неравенства выполняются, то X
k

N , 
k=1,…,K являются оптимальными решениями, 
в противном случае переход к пункту 4.

4. Решить задачу по m  (5).
5. Пересчитать значения двойственных пе-

ременных по формулам 
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Увеличить N на единицу. Перейти к пункту 2.
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