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Аннотация. Изучаются некоторые классы нелинейных управляемых механических систем. 
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систем, принципиальная особенность результатов, полученных для систем, находящихся под 
действием существенно нелинейных сил, заключается в том, что асимптотическая устойчивость 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Движения широкого класса механических 
систем описываются уравнениями Лагранжа 
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где q  и �q  – n -мерные векторы обобщенных 
координат и обобщенных скоростей соответс-
твенно, T  – кинетическая энергия системы, а 
стоящие в правых частях обобщенные силы 
представляют собой сумму сил, действующих 
на систему в ее естественном состоянии (т.е. 
при отсутствии управления), и управляющих 
сил [1, 2]. Будем считать, что система имеет 
положение равновесия q q= = 0� , которое рас-
сматриваем как невозмущенное движение, и 
основной целью исследования полагаем стаби-
лизацию (обеспечение асимптотической устой-
чивости) этого положения равновесия относи-
тельно всех обобщенных координат q  и скоро-
стей �q .

При рассмотрении задачи стабилизации 
следует учитывать, что имеющиеся исполни-
тельные органы не всегда обеспечивают возмож-
ность реализации управляющих сил произволь-

ной структуры. Таким образом, возникает не-
обходимость решения задачи стабилизации за 
счет сил иной структуры по сравнению с дейс-
твующими на систему в ее естественном состо-
янии [3].

Во многих прикладных задачах действую-
щие на механическую систему силы зависят не 
только от текущих значений обобщенных коор-
динат и скоростей, но и от предыстории процес-
са. Такие системы могут описываться диффе-
ренциальными уравнениями с запаздывающим 
аргументом [2, 4, 5]. При их исследовании тре-
буется учитывать влияние запаздывания на 
устойчивость решений. Известно, что введение 
даже малого запаздывания может привести к 
потере устойчивости [5].

Следует также отметить, что стабилизирую-
щие управления формируются по принципу 
обратной связи на основе доступной измерению 
информации. Поскольку измерительное уст-
ройство на объекте управления и управляющее 
устройство, где формируется управляющий 
сигнал, могут быть разнесены в пространстве на 
значительное расстояние, то возникает запаз-
дывание в канале обратной связи, которое мо-
жет быть не малым и принимать различные 
значения при изменении названного расстоя-
ния [2, 6]. Поэтому актуальной является задача 
нахождения таких стабилизирующих обратных 
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связей, которые обеспечат устойчивость реше-
ний при любых значениях запаздывания.

В настоящей статье рассматриваются неко-
торые классы нелинейных механических систем 
с запаздывающим аргументом. Основным ап-
паратом исследования является метод функций 
Ляпунова в форме, предложенной Б. С. Разу-
михиным [7]. Разработаны способы построения 
стабилизирующих положения равновесия до 
асимптотической устойчивости законов управ-
ления, в которых допускается запаздывание в 
канале обратной связи. По сравнению со слу-
чаем линейных систем, принципиальная осо-
бенность результатов, полученных для систем, 
находящихся под действием существенно нели-
нейных сил, заключается в том, что асимптоти-
ческая устойчивость имеет место для любых 
значений запаздывания.

2. СТАБИЛИЗАЦИЯ 
ЗА СЧЕТ 

ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ СИЛ

Рассмотрим задачу стабилизации системы с 
заданными линейными диссипативными сила-
ми с полной диссипацией, нелинейными потен-
циальными силами и произвольными некон-
сервативными позиционными силами за счет 
управляющих потенциальных сил при наличии 
запаздывания в канале обратной связи. Пусть 
система (1) имеет вид 
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Здесь B  – постоянная симметрическая по-
ложительно определенная матрица; потенциал 
P1( )q  – дважды непрерывно дифференцируе-
мая однородная порядка m + 1 , m > 1 , функция 
обобщенных координат; неконсервативные 
позиционные силы определяются непрерывной 
кососимметрической матрицей P t q( , ) .

Будем считать, что исследуемая механи-
ческая система подчинена голономным ста-
ционарным связям. Тогда ее кинетическая 
энергия представляет собой квадратичную 
форму относительно обобщенных скоростей: 
T q q q A q qT( , ) = 1/2 ( )� � � . Для кинетической энер-
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Пусть при QU ∫ 0  положение равновесия 
q q= = 0�  системы (2) неустойчиво. В частнос-
ти, неустойчивость будет иметь место в случае, 
когда неконсервативные силы отсутствуют, а 
потенциал не имеет минимума в положении 
равновесия [1].

Кроме того, предположим, что в некоторой 
окрестности точки q = 0  и при всех t ≥ 0  спра-
ведливо неравенство � � � �P t q q p q( , ) 1£ s , p1 > 0 , 
s > 1 .

Возьмем произвольную дважды непрерывно 
дифференцируемую однородную порядка m + 1  
положительно определенную функцию обоб-
щенных координат P2( )q  и выберем управление 
в виде 

 

Q
q t

q
q q q

const

U = - ∂ -
∂

= -
= >

P

P P P

( ( ))
,

( ) ( ) ( ),
.

t

t
2 1

0
 (3)

Здесь появление запаздывания в аргументе 
у обобщенных координат обусловлено задерж-
кой на обработку измерений текущих значений 
координат при формировании управляющего 
сигнала.

Таким образом, система (2), замкнутая уп-
равлением (3), имеет вид 
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Теорема 1. Если 2 > 1s m + , то положение 
равновесия q q= = 0�  системы (4) асимптоти-
чески устойчиво при любом значении t > 0 .

Доказательство. Рассмотрим в качестве 
функции Ляпунова выражение 
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Здесь b  – положительный параметр. Полу-
чим
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Для функции V q q( , )�  и ее производной в силу 
системы (4) справедливы оценки 
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где положительные постоянные a1 , a2 , a3 , a4  не 
зависят от выбора значения параметра b .

Покажем, что существует число b0 > 0  та-
кое, что при всех b b≥ 0  функция V q q( , )�  удов-
летворяет требованиям теоремы 31.4 из работы 
[4] об асимптотической устойчивости систем с 
запаздыванием.

Задаем числа a > 1  и d > 0 . Предполо-
жим, что при x tŒ -[ , ]t t  выполнены соотно-
шения � �q( ) <x d , � ��q( ) <x d , V q q( ( ), ( )) <x x�

V q t q t< ( ( ), ( ))a � . Тогда при достаточно больших 
значениях b  и всех x tŒ -[ , ]t t  имеем 
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Используя неравенства (6) и формулу ко-
нечных приращений Лагранжа, получаем 
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Здесь c > 0 , 0 < < 1q .
Следовательно [8, с. 187–191], положи-

тельные числа b0  и d0  можно выбрать так, 

чтобы при b b≥ 0  и 0 < < 0d d  выполнялось 
неравенство 

 � � �V q t q t
a
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Значит [4, с. 185–186], положение равнове-
сия q q= = 0�  уравнений (4) асимптотически 
устойчиво. Теорема доказана.

Замечание 1. Теорема 1 утверждает, что 
асимптотическая устойчивость положения рав-
новесия может иметь место и в случае, когда 
порядок неконсервативных сил меньше поряд-
ка однородности потенциальных сил.

Пример 1. Рассмотрим движение материаль-
ной точки единичной массы в трехмерном про-
странстве, пусть x  и �x  – координаты и скорости 
точки соответственно. Будем считать, что на 
точку действуют ортогональная к радиус-век-
тору сила P x x r x( ) = 1- ¥( )-s

 и сила сопро-
тивления D x bx( ) =� �- . Здесь b > 0  и s ≥ 1  – не-
которые положительные числа, а r  – постоян-
ный ненулевой вектор. Уравнения движения 
имеют вид 

 �� �x bx x r x QU+ + ¥( )-s 1 = .  (7)

В качестве управления выберем направлен-
ную к началу координат силу 

 Q k x t x t kU = ( ) ( ), > 0, > 1,1- - --t t mm
 

формируемую по измерениям координат с 
некоторым запаздыванием t .

Из теоремы 1 следует, что если m > 1 , 
2 > 1s m + , то положение равновесия x x= = 0�  
системы (7) будет асимптотически устойчивым 
при любом векторе r  и любой величине запаз-
дывания t > 0 . Заметим, что в случае линейных 
позиционных сил ( = = 1)m s , во-первых, в 
зависимости от выбора вектора r , положение 
равновесия может быть как асимптотически 
устойчивым, так и неустойчивым и, во-вторых, 
устойчивость при произвольном значении за-
паздывания гарантировать нельзя.

3. СТАБИЛИЗАЦИЯ 
ПОТЕНЦИАЛЬНЫМИ СИЛАМИ 

В СЛУЧАЕ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТИ 
МАТРИЦ ГИРОСКОПИЧЕСКИХ 

И ЦИРКУЛЯРНЫХ СИЛ

Рассмотрим теперь случай, который отлича-
ется от рассмотренного в предыдущем разделе 
наличием в системе гироскопических сил с ко-
сосимметрической матрицей, пропорциональ-
ной матрице циркулярных сил.

О стабилизации положений равновесия нелинейных механических систем с запаздыванием
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Считаем, что система (1) имеет вид 

 

d
dt

T
q

T
q

q t
q

P t q t q t Bq t Gq t QU

∂
∂

- ∂
∂

- ∂
∂

-

- - - +
�

� �

=
( ( ))

( , ( )) ( ) ( ) ( )

1P

..
 (8)

Здесь кососимметрическая матрица G  ги-
роскопических сил определяется по формуле 
G P t q= ( , )b , где b  – постоянный положитель-
ный параметр, а все остальные обозначения те 
же, что в системе (2).

Стабилизирующее управление по-прежнему 
выбираем в виде (3).

Теорема 2. Для любого t > 0  существует 
b0 > 0  такое, что при всех b b≥ 0  положение 
равновесия q q= = 0�  системы (8), замкнутой 
управлением (3), будет асимптотически устой-
чивым.

Доказательство. Снова рассмотрим функ-
цию Ляпунова (5). Дифференцируя ее в силу 
замкнутой системы, получаем
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Следовательно, справедливы оценки 
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где положительные постоянные a1 , a2 , a3 , a4  не 
зависят от выбора значения параметра b .

Далее, действуя аналогично доказательству 
теоремы 1, нетрудно показать, что для любого 
фиксированного t > 0  найдется число b0 > 0  
такое, что при всех b b≥ 0  функция V q q( , )�  
удовлетворяет требованиям теоремы 31.4 из 
работы [4]. Следовательно, положение равно-
весия q q= = 0�  замкнутой системы будет асим-
птотически устойчивым. Теорема доказана.

Замечание 2. Отметим, что в теореме 2 не-
консервативная компонента силового поля мо-

жет быть даже линейной и иметь неограниченно 
растущий со временем коэффициент, она не 
компенсируется и ничем не подавляется, пос-
кольку порядок однородности потенциальной 
компоненты может быть как угодно высоким.

4. СТАБИЛИЗАЦИЯ С ПОМОЩЬЮ 
НЕКОНСЕРВАТИВНЫХ СИЛ 

Пусть система (1) имеет вид 

 A q t hB G q t QU0 ( ) ( ) ( ) = .�� �+ +  (9)

Здесь A0  и B  – постоянные симметрические 
положительно определенные матрицы соответс-
твенно инерциальных характеристик и дисси-
пативных сил; G  – постоянная неособая косо-
симметрическая матрица гироскопических сил; 
h  – большой положительный параметр.

При отсутствии управления (QU ∫ 0 ) поло-
жение равновесия q q= = 0�  системы (9) устой-
чиво, но не является асимптотически устойчи-
вым. Требуется построить закон управления в 
виде обратной связи, обеспечивающий асимп-
тотическую устойчивость этого положения 
равновесия.

В данном разделе будем считать, что имею-
щиеся исполнительные органы таковы, что 
управляющими являются неконсервативные 
силы, причем задержки при обработке сигналов 
приводят к запаздыванию в контуре управле-
ния. Таким образом, 

 Q R q tU = ( ( )),- t  (10)

где 

 q R qT ( ) = 0,  (11)

а t > 0  – постоянное запаздывание.
Теорема 3. Пусть R q( )  – непрерывно диф-

ференцируемая однородная порядка m > 1  
вектор-функция, удовлетворяющая условию 
(11), для которой функция q GB R qT -1 ( )  положи-
тельно определена. Тогда существует число 
h0 > 0  такое, что при h h≥ 0  положение равно-
весия q q= = 0�  системы (9), замкнутой управ-
лением (10), будет асимптотически устойчивым 
при любом значении t > 0 .

Доказательство. В работе [9] получены ус-
ловия асимптотической устойчивости положе-
ний равновесия нелинейных механических 
систем с запаздываниями в позиционных силах. 
Покажем, что при достаточно больших значе-
ниях h  замкнутая система удовлетворяет тре-
бованиям теоремы 1 из [9].

Рассмотрим две изолированные подсистемы 

 A z t hB G z t0 ( ) = ( ) ( ),� - +  (12)

А. Ю. Александров, А. П. Жабко, А. А. Косов 
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 ( ) ( ) = ( ( )).hB G y t R y t+ �  (13)

С помощью функции Ляпунова V z z A zT
1 0( ) =  

нетрудно проверить, что подсистема (12) асим-
птотически устойчива при любом h > 0 .

Подсистему (13) можно представить в виде 

 
�y t

h
B R y t

h
B GB R y t

h
hB G GB R

( ) ( ( )) ( ( ))

( ) (

= - +

+ + ( )

- - -

- -

1 1

1

1
2

1 1

2
1 1 2

yy t( )).
 

Рассмотрим положительно определенную 
функцию V y y ByT

2( ) = . Существует число 
h0 > 0  такое, что при h h≥ 0  производная фун-
кции V y2( )  в силу (13) отрицательно определе-
на. Значит, нулевое решение этой системы будет 
асимптотически устойчивым.

Таким образом, если h  достаточно велико, 
то выполнены все условия теоремы 1 из работы 
[9], откуда следует асимптотическая устойчи-
вость положения равновесия замкнутой систе-
мы. Теорема доказана.

Замечание 3. В частности, функцию R q( ) , 
удовлетворяющую условиям теоремы 3, можно 
выбрать в виде R q a q Gq( ) = 1� �m- , где a > 0 , 
m > 1 .

5. ОДНООСНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ 
ТВЕРДОГО ТЕЛА

В качестве приложения предложенных в 
настоящей статье подходов рассмотрим задачу 
управления вращательным движением твердо-
го тела.

Пусть задано твердое тело, вращающееся 
вокруг неподвижной точки O,  расположенной 
в его центре инерции. Предположим, что с телом 
связаны оси Oxyz,  которые служат главными 
центральными осями этого тела. Уравнения 
вращательного движения под действием момен-
та M  имеют вид 

 Q Q�w w w( ) ( ) ( ) = ,t t t M+ ¥  (14)

г д е  w  –  в е к т о р  у г л о в о й  с к о р о с т и , 
Q = diag{ , , }A B C  – тензор инерции тела, 
A B C, ,  – главные центральные моменты инер-
ции [6].

Пусть имеются два орта r  и s . Вектор s  
будем считать неизменным в абсолютном про-
странстве, вектор r  – постоянным в твердом 
теле. Тогда вектор s  вращается по отношению 
к системе Oxyz  с угловой скоростью -w.  Сле-
довательно, 

 �s t t s t( ) = ( ) ( ).- ¥w  (15)

Предположим, что момент M  складывается 
из момента сил сопротивления Mc  и управля-
ющего момента Mu :  M M Mc u= + . Момент сил 
сопротивления будем считать заданным форму-
лой M Bc = ,- w  где B  – постоянная симметри-
ческая положительно определенная матрица.

Управляющий момент Mu  требуется выбрать 
по принципу обратной связи (M M su u= ( , )w ) 
так, чтобы обеспечить одноосную стабилизацию 
твердого тела в заданном направлении вектора 
s  [6]: система уравнений (14), (15) должна 
иметь асимптотически устойчивое положение 
равновесия w = 0, = .s r

Известно [6], что для решения поставленной 
задачи момент Mu  можно определить по фор-
муле M as ru = ,- ¥  a onst= > 0.c  Предполо-
жим теперь, что задержки при измерении коор-
динат вектора s t( ) , передаче измеряемых зна-
чений в управляющее устройство, формирова-
нии управляющего сигнала и его передаче на 
исполнительное устройство приводят к запаз-
дыванию в канале обратной связи. Поэтому в 
управлении вместо s t( )  будет реально исполь-
зоваться s t( )- t , где t > 0  – постоянное запаз-
дывание. Тогда при линейном управляющем 
моменте существуют значения t , при которых 
положение равновесия замкнутой системы яв-
ляется неустойчивым [5].

Выберем теперь нелинейный закон управ-
ления

 M a s r s ru = ( ),1- ¥ ¥-� �m  

где a > 0 , m > 1 .
Таким образом, рассмотрим систему, состо-

ящую из динамических уравнений 

 

Q Q�w w w

w t
t

m

( ) ( ) ( ) =

( ) ( )
( ( ) )

1

t t t

B t a s t r
s t r

+ ¥

= - - - ¥ ¥
¥ - ¥

-� �  (16)

и кинематических уравнений (15).
Теорема 4. Положение равновесия w = 0 , 

s r=  системы (15), (16) асимптотически устой-
чиво при любом значении t > 0 .

Доказательство. Функцию Ляпунова стро-
им в виде 

 

V s s r

s r B
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T

T
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2

1
2

( ) ,
= > 0.

2

1

w b w w

w
b

Q

Q

+ - +

+ ¥ -

� �
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Дифференцируя ее в силу системы (15), 
(16), имеем 
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Таким образом, справедливы оценки 
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Здесь ai , i = 1, , 6… , – положительные пос-
тоянные, не зависящие от выбранного значения 
параметра b .

Далее, действуя аналогично доказательству 
теоремы 1, получаем, что если b  достаточно 
велико, то функция V s( , )w  удовлетворяет всем 
требованиям теоремы 31.4 из работы [4]. Сле-
довательно, положение равновесия w = 0, =s r  
уравнений (15), (16) асимптотически устойчи-
во. Теорема доказана.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложены новые способы пост-
роения стабилизирующих управлений заданной 
структуры для некоторых классов нелинейных 
механических систем с запаздывающим аргу-
ментом.

Следует отметить, что построенные в разде-
лах 2, 4 и 5 управления обеспечивают асимпто-

тическую устойчивость положений равновесия 
рассматриваемых систем для любого значения 
запаздывания, в то время как в разделе 3 диа-
пазон допустимых запаздываний зависит от 
коэффициента пропорциональности b .

Анализ доказательств теорем 1–4 показыва-
ет, что они остаются справедливы, когда запаз-
дывание является непрерывной ограниченной 
и неотрицательной функцией времени. Кроме 
того, результаты данной работы могут быть рас-
пространены на нелинейные механические 
системы с распределенным запаздыванием, а 
также на некоторые другие типы существенно 
нелинейных систем.
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