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ВВЕДЕНИЕ

Дифференциальные уравнения и системы 
дифференциальных уравнений с нечеткими па-
раметрами естественным образом возникают как 
математические модели динамических процессов, 
параметры которых либо неизвестны (имеется 
лишь априорная информация о диапазонах их 
значений), либо являются трудноформализуе-
мыми функциями многих факторов (в том числе, 
возможно, и решений). Один из возможных под-
ходов к таким уравнениям заключается в трак-
товке их параметров как реализаций некоторых 
случайных процессов [1]. В этом случае, обычно 
находят средние характеристики решений (как 
правило, моменты первого и второго порядка) 
при априори известных законов распределения 
[1]. Однако, зачастую возникают ситуации (на-
пример в метеорологии, экономике) когда в тече-
нии достаточно длительного времени параметры 
системы остаются стабильными, но не диагнос-
тируемыми. В этом случае из «физических сооб-
ражений» их удобно трактовать как нечеткие.

Отдельный важный класс систем дифферен-
циальных уравнений с нечеткими параметрами 
составляют математические модели систем ав-
томатического регулирования и оптимального 
управления априорными неизвестными пара-
метрами. Примеры таких процессов и систем в 
большом количестве содержатся в самых раз-

ных предметных областях [2]. В настоящей 
работе мы ограничимся лишь двумя. 

Первый из них касается метеорологии. Из-
вестно [3], что зависимость атмосферного дав-
ления p  от вертикальной координаты z в адиа-
батическом приближении определяется соотно-
шением 

 
dp
dz H

p p z p= - = =1
0 0, ( ) ,  (1)

где H – высота пограничного слоя атмосферы 
(вертикальный масштаб атмосферы). Параметр 
H  практически невозможно точно определить: 
он зависит от многих факторов – температуры, 
плотности воздуха, преобладающих характерис-
тик горизонтального движения воздушных масс 
и т. д. Поэтому естественно 

1
H

 трактовать как 
нечеткий параметр с некоторой функцией при-
надлежности. 

Второй пример – математическая модель 
задачи об оптимальном производстве, сбыте и 
хранении продукции в условиях неизвестных 
параметров функции спроса. Математическая 
модель этой задачи сводится к системе [4]:

 �x u P= - ,  x x( ) ,0 0=  (3)

 �v P k v= - 1 ,  v v( )0 0=  (4)

с функционалом качества

 
J c t P t k u t

k x t dt

T

= ◊ - ◊ -

- ◊ Æ

Ú ( ( ) ( ) ( )

( )) max,

2
0

3

 (5)



180 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2011, № 1

означающим желание производителя максими-
зировать свою прибыль на временном интервале 
[ , ]0 T . Здесь x t( )  – количество товара у произво-
дителя, v t( )  – количество товара у потребителя, 
u u t= ( )  – темп производства ( u uŒ[ , ]0 0 ), 
P P(t)=  – темп продаж, c t( )  – цена единицы 
товара, k1  – коэффициент потребления, k2  – сто-
имость производства единицы товара, k3  – коэф-
фициент затрат на хранение единицы товара.

В простейшем случае темп продаж является 
линейной функцией цены

 P x a bc= -( ) . (6)

При этом экспертные оценки, как правило, 
дают лишь диапазон значений a  и b . Поэтому 
естественно их трактовать как нечеткие числа.

Дифференциальные уравнения с различ-
ными нечеткостями начали изучаться сравни-
тельно недавно. Первые теоремы (о существо-
вании и единственности) содержатся в рабо-
те [5]. Впоследствии нечеткие дифференци-
альные уравнения, трактуемые как нечеткие 
дифференциальные включения, изучались в 
работах [6–10]. В одной из первых работ [11], 
посвященных дифференциальным уравнени-
ям с нечеткими параметрами содержится оп-
ределение нечеткого решения, понимаемого 
как воронка решений, соответствующих мно-
жеству значений нечеткого параметра из но-
сителя функции принадлежности. В настоящей 
работе мы будем следовать основным положе-
ниям этой статьи.

Как известно, нечеткие решения являются 
«надежными», в том смысле, что возможный 
(реализуемый) результат наверняка содержит-
ся в этом множестве, однако для практических 
целей важно иметь представление о среднем 
(наиболее надежном) решении. Его иногда 
можно получить с помощью процедуры де-
фаззификации. Известно несколько таких 
методов [12], отражающих в той или иной 
мере субъективные предпочтения ЛПР. Ниже 
предлагается новый метод дефаззификации 
решений дифференциальных уравнений, ко-
торый, по мнению авторов, в меньшей степени 
субъективен по сравнению с упомянутыми 
выше.

В дальнейшем, одним из центральных бу-
дет вопрос о наиболее надежном решении 
на определенном уровне надежности a Œ[ ; ]0 1 . 
Для решения поставленной задачи нам пона-
добятся некоторые вспомогательные пост-
роения.

1. a -МЕРА НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ

Пусть A  – нечеткое множество (нечеткое 
число), определяемое своей функцией прина-
длежности mA x( )  ( )x RŒ . a -уровнем (a -срез-
кой) множества A  называется четкое множес-
тво: A x xA

a m a∫ ≥{ : ( ) } .
В дальнейшем, будем предполагать, что но-

ситель множества A  ограничен. При выполне-
нии неограничительного в прикладных задачах 
требования об измеримости по Лебегу функции 
mA x( )  для любого a Œ[ ; ]0 1  определена мера 
m m AA( ) ( )a a∫ .

a -мерой нечетного множества A  назовем 
отображение отрезка [0;1]  в R m1 : ( )a aÆ . 
Меры нечетких множеств, традиционно исполь-
зуемые для решения прикладных задач, харак-
теризуют, прежде всего, степень «размытости» 
или нечеткости множества [13]. Приведенное 
определение a -меры также содержит инфор-
мацию о размытости, но помимо этого позволя-
ет при выполнении некоторых предположений 
о функции принадлежности по a -мере восста-
навливать нечеткие множества. Перечислим 
основные свойства a -меры:

1. Пусть задано нечеткое включение [11] 
A An

n

Œ∪ , тогда для любого a Œ[ ; ]0 1

 m mA A
n

n
( ) ( )a a£ Â . (7)

Доказательство: Из определения нечеткого 
включения следует

m mA x x
An

n

( ) ( )£
∪

 для всех x RŒ . Тогда для 

любого a Œ[ ; ]0 1
 m mA A

n
n

( ) ( )a a£ Â . 

2. Если в условиях свойства 1. Нечеткие 
множества An  не пересекаются, то соотноше-
ние (7) выполняется как равенство.

Действительно в этом случает для любого a  
четкие множества An

a  не пересекаются и 
A An

n

a a= ∪ . В силу свойства Лебеговой меры 

 m A mA
n

n
( ) ( )a a= Â . 

3. Пусть A A An1 2Ã Ã Ã Ã... ...  – вложенные 
нечеткие множества с компактными носителя-
ми и непрерывными функциями принадлеж-
ности aAn

x( )  и A An
n

Œ∩ . Тогда последователь-

ность функций mAn
( )a  равномерно сходится к 

функции mA( ) ( [ ; ]).a a Œ 0 1
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Доказательство: Установим сначала, равно-
мерную сходимость m mA An

x x( ) ( ).fi  Поточечная 
сходимость вытекает из условия. Зафиксируем 
произвольное e > 0 . Тогда, для любого x  най-
дется такой номер N N x= ( , ),e  что для всех 
n N≥  будет выполнено

 m m m eA A Ax x x
n

( ) ( ) ( ) .£ £ +  (8)

Отметим, что соотношение (8) достаточно 
рассмотреть лишь на компактном носителе не-
четкого множества A.  В силу непрерывности 
mAn

x( )  неравенство (8) будет выполнено на не-
котором интервале S x( ) , содержащем точку x.  
Множество этих интервалов образует открытое 
покрытие множества A0 – носителя mA x( ) . В 
силу его компактности и леммы Гейне-Бореля 
из множества S x( )  можно выделить конечное 
подпокрытие S x S x S xm( ), ( ), ..., ( ).1 2  Из натураль-
ных чисел N x N x N xm( , ), ( , ), ..., ( , )1 2e e e  выберем 
максимальное – N( )e , тогда в силу монотонно-
го убывания последовательности mAn

x( )  нера-
венство (8) будет выполнено сразу для всех 
x RŒ  при n N≥ ( )e . Отметим, что тем самым 
доказана и непрерывность mA x( ) . Из равномер-
ной сходимости m mA An

x x( ) ( )fi  следует, что для 
любого a Œ[0;1]  имеет место поточечная сходи-
мость m A m An( ) ( )a aÆ , кроме того выполняются 
неравенства m A m An n( ) ( )a a≥ +1  для любого n – т е. 
последовательность функций m An( )a  монотонно 
убывает. В силу непрерывности mAn

x( )  функции 
m An( )a  также непрерывны. Поэтому для завер-
шения доказательства достаточно повторить 
приведенные выше рассуждения применитель-
но к последовательности функций m An( )a . 

4. Для любого a Œ[ ; ]0 1

 
m m m

m m m
A B A B

A B A B

∪

∩

( ) max{ ( ); ( )},

( ) min{ ( ); ( )}.

a a a

a a a

≥

£
 

Эти неравенства являются прямым следс-
твием определения a -меры и операций объеди-
нения и пересечения нечетких множеств.

2. ДЕФАЗЗИФИКАЦИЯ НЕЧЕТКИХ 
МНОЖЕСТВ 

Для нахождения наиболее «надежных» зна-
чений нечетких параметров или чисел исполь-
зуется процедура дефаззификации. Отметим в 
этой связи метод, предложенный в [12], опре-
деляющий наиболее надежное значение нечет-
кого числа соотношением 

 < > = ÚA AverageA da
a a,

0

1

 

где AverageAa – некая интегральная характе-
ристика Aa . В простейшем случае, трапецие-
видных нечетких чисел она выбиралась как 
полусумма значений аргументов функций при-
надлежности, принимающей значение a Œ[0;1]. 
Этот метод позволяет находить интегральное 
наиболее надежное значение нечеткого числа. 
В прикладных задачах часто требуется найти 
наиболее надежное значение на определенном 
уровне значимости a Œ[ ; ]0 1 . В этом случае ис-
пользуются различные модификации метода 
центра тяжести:

 < > =
◊

=

=

Â

Â
A

x x

x

i A i
i

n

A i
i

na

a

a

( )

( )
,1

1

 (9)

где x Ai Œ a . Выбор значений xi  всяких раз со-
ставляет отдельную задачу и, в известной мере, 
достаточно субъективен.

Несложно заметить, что при домножении 

числителя и знаменатель (9) на Dx
m

ni
A= ( )a

 и 

соответствующем выборе точек xi  это соотно-
шение превратится в отношение интегральных 
сумм функции x xA◊ m ( )  и mA x( )  на множестве 
Aa . В силу непрерывности mA x( )  возможен 
предельный переход при n Æ • , который при-
водит к соотношению:

 < > =
◊Ú

Ú
A

x x dx

x dx

A
A

A
A

a

m

m
a

a

( )

( )
.  (10)

Это соотношение будем считать определени-
ем среднего значения нечеткого числа A  на 
a -уровне. Отметим, что если a = 1 , то соотно-
шение (10) понимается в предельном смысле 
a Æ 1 .

Простейшие свойства a -средних вытекают 
из определения:

1. При непрерывной mA x( )  < >A a непрерыв-
но зависит от параметра a .

2. Если k  – четкое число, то 

 < + > =< > +A k A ka a . 

3. Для четкого числа k  < > = < >kA k Aa a .
В силу нелинейности по отношению к фун-

кции принадлежности для нечетких чисел ана-
логичные свойства выполняются невсегда.

4. Если mA x( )  определяет симметричное 
нормальное треугольное нечеткое число, то для 
любого a  < >A a  совпадает с его модой.

Дефаззификация решений дифференциальных уравнений с нечеткими параметрами



182 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2011, № 1

3. Дифференциальные уравнения с нечет-
кими параметрами и их дефаззификация

Рассмотрим скалярное дифференциальное 
уравнение 

 �y f y t A y y= =( , , ), ( )0 0  (11)

с нечетким параметром A . Относительно фун-
кции f R R R R: 1 1 1 1¥ ¥ Æ  будем предполагать 
выполненными следующие предположения:

1) Функция f y t x( , , )  непрерывна со своими 
производными ¢fx  и ¢fy  по совокупности пере-
менных на множестве G R A= ¥ +• ¥1 00[ ; )  
(напомним, что A0  – компактное множество – 
носитель функции принадлежности mA(x) .

2) Функция f глобально липшицуема по 
первому аргументу.

3) Для любого фиксированного x AŒ 0  ре-
шение уравнения (11) существует, единственно 
и нелокально продолжимо в сторону бесконеч-
ного времени.

Следуя [11], нечетким решением уравне-
ния (11) назовем множество четких решений 

 Y t y y t x x y( ) { : ( , ); ( , ) )},∫ = =y y 0 0  (12)

уравнения (11) при всех x A0Œ .
При этом степенью надежности всякого 

решения из множества (12) будем считать со-
ответствующее значение mA x( ) . Также, сле-
дуя [13], a -уровнем множества Y  при всяком 
фиксированном t , назовем

 Y t y y t x x Aa ay( ) { : ( , ); }.∫ = Œ  (13)

Структура этого множества в общем случае 
может быть весьма сложной.

Для каждого t > 0  и каждого a Œ[ ; ]0 1  опре-
делим a -среднее решений уравнения (11):

 y t Y t
t x x dx

x dx

A
A

A
A

a a

y m

m
a

a

( ) ( )
( , ) ( )

( )
.=< > =

◊Ú

Ú
 (14)

Эту функцию естественно трактовать как 
среднее (наиболее надежное значение) решения 
уравнения (11) на a -уровне. Эта формула, с 
учетом нормировки фактически определяет 
математическое ожидание решения во всякий 
момент t 0≥ .

Несложно показать, что функция y ta ( )  не-
прерывна по совокупности переменных. Дейс-
твительно, в работе [10] показано, что в сделан-
ных предположениях Хаусдорфово расстояние 
H Y t Y t[ ( ), ( )]a a1  непрерывно зависит от a a- 1 . 
Из этого факта и непрерывной зависимости 
решений от параметра вытекает непрерывность 

y ta ( )  (однако, дифференцируемость по пара-
метру a  имеет место не всегда).

В заключении рассмотрим один простой при-
мер. Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 �y Ay y= =, ( ) ,0 1  (15)

где A  – нечеткий параметр, функция прина-
длежности которого показана на рис. 1. 

  

Рис. 1. Функция принадлежности параметра A  

Уравнение (15) с точностью до обозначений 
совпадает с уравнением (1). В рассматриваемом 
случае множество G  имеет вид 

 G e TT= ¥ ¥ -( ; ] [ ; ] ( ; )0 0 1 1  

при t T£ . 
Нечетким решением уравнения (15) будет 

множество экспонент при всяком t > 0 , прина-
длежащих отрезку [ ; ]e et t- . Несложные вычис-
ления позволяют получить наиболее надежное 
решение на нулевом уровне:

 y t
sh t

t0
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Ê
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Отметим, что lim y (t) 1.
t 0 0Æ+

=  Среднее значение 

на a -уровне a Œ[ ; ]0 1  будет определяться соот-
ношением: 
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 (16)

Значение x = 0  в рассматриваемом случае 
является наиболее надежным значением пара-
метра A  на любом a -уровне. Поэтому интере-
сен вопрос о сходимости средних решений на 
a -уровне (16) к решению уравнения (15) при 
x = 0 . В рассматриваемом случае эта сходи-
мость имеет место:

М. Г. Матвеев, М. Е. Семенов, О. И. Канищева, Е. А. Абаполова
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 lim ( ) .
a aÆ -

=
1 0

1y t  

При этом, очевидно, что равномерной на 
[ ; )0 +•  сходимости не будет.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный метод дефаззификации 
дифференциальных уравнений с нечеткими 
параметрами можно распространить на диф-
ференциальные уравнения произвольного 
порядка и системы дифференциальных урав-
нений. Также можно считать нечеткими на-
чальные условия соответствующих систем и 
уравнений. 
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