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Аннотация. Рассматриваются расходящиеся бесконечные системы линейных алгебраических 
уравнений (БСЛАУ). Для решения расходящихся БСЛАУ используется алгоритм, основанный 
на методе суммирования расходящихся непрерывных дробей. Приведен пример решения 
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ВВЕДЕНИЕ 

На практике часто приходится решать СЛАУ 
очень большой размерности. И здесь возникают 
две проблемы: обеспечение приемлемого вре-
мени решения таких СЛАУ и обеспечение самой 
возможности решения так называемых расхо-
дящихся СЛАУ. Известные универсальные 
алгоритмы решения СЛАУ, представленные в 
[1–3] плохо приспособлены к реализации их на 
многопроцессорных системах и не способны 
решать расходящиеся СЛАУ, когда решения 
СЛАУ с ростом размерности системы не стре-
мятся к некоторым пределам.

Вопросам распараллеливания алгоритмов 
решения СЛАУ посвящено множество работ, из 
которых отметим [4]. В статье рассматривается 
способ решения расходящихся СЛАУ, базиру-
ющийся на алгоритмах суммирования расходя-
щихся непрерывных дробей [5].

1. О СВЯЗИ АЛГОРИТМА ПРОГОНКИ 
С НЕПРЕРЫВНЫМИ ДРОБЯМИ 

Установим связь между СЛАУ и непрерыв-
ными дробями. Известно, что при решении на 
ЭВМ дифференциальных уравнений, как прави-

ло, используются разностные схемы. Однако, как 
подчеркивается в работе [6], «даже в самых про-
стых случаях, например, при решении линейных 
уравнений с постоянными коэффициентами, 
часто бывает, что казалось бы разумная разно-
стная схема имеет решение, не сходящиеся при 
измельчении сетки к искомому решению диффе-
ренциального уравнения». Попытаемся найти 
этому малоприятному феномену объяснение.

Как известно, простой и удобный метод ре-
шения разностной краевой задачи
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представляющий один из вариантов метода 
исключения неизвестных и носящий название 
«прогонки», фактически эквивалентен записи 
решения ui непрерывной дробью. Непрерывная 
дробь называется сходящейся, если существует 
конечный предел последовательности ее подхо-
дящих дробей, который принимается за значе-
ние непрерывной дроби. Если предела значений 
подходящих дробей разложения
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не существует, то непрерывная дробь (1) назы-
вается расходящейся. То есть, при решении 
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бесконечной системы линейных алгебраичес-
ких уравнений решение ui  может представлять-
ся как сходящейся непрерывной дробью, так и 
расходящейся. В работе [5] был предложен 
новый подход к определению сходимости не-
прерывных дробей, так называемый r /j -ал-
горитм, который позволяет во многих случаях 
найти значения расходящихся в классическом 
смысле непрерывных дробей. Этот алгоритм 
формулируется следующим образом:

Непрерывная дробь (1) сходится и имеет 
своим значением в общем случае комплексное 
число z r ei= 0

0f , если существуют пределы
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где P Qi i  – значения i-й подходящей дроби из 
совокупности, включающей s подходящих дро-
бей, ks  – число отрицательных подходящих 
дробей из s подходящих дробей.

Так как алгоритм прогонки и метод реше-
ния трехдиагональных систем непрерывными 
дробями в некотором смысле тождественны, то 
эта тождественность позволяет применить 
r /j -алгоритм при решении расходящихся 
бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений (БСЛАУ). В [7] было предложено 
называть расходящимися бесконечными сис-
темами линейных алгебраических уравнений 
системы, для которых решения x

m
(n), (m = 1, 2...) 

расширяющихся СЛАУ с ростом размерности 
( )n Æ •  пределов не имеют. 

В [5] было показано, что r /j -алгоритм при-
меним не только для суммирования расходящих-
ся классических непрерывных дробей, но и не-
прерывных дробей со значительно более слож-
ными графами, например, непрерывных дробей 
Хессенберга. Это дает основания полагать, что 
r /j -алгоритм применим для решения расходя-
щихся бесконечных систем линейных алгебраи-
ческих уравнений с плотной матрицей.

При построении алгоритма решения расхо-
дящихся БСЛАУ будем рассматривать расши-
ряющиеся СЛАУ, то есть системы уравнений, 
размерность которых неограниченно возраста-
ет. Решения этих расширяющихся, но всякий 
раз фиксированной размерности СЛАУ, могут 
находиться известными прямыми или итераци-
онными. Для СЛАУ с трехдиагональными мат-
рицами целесообразным является применение 
одного из известных методов прогонки [8]. В 
настоящее время наиболее популярными явля-

ются метод правой прогонки, метод левой про-
гонки и метод встречной прогонки. Эти методы 
требуют выполнения 8п + 1 операций. Приме-
нение встречной прогонки позволяет распарал-
лелить процесс вычисления на два независимых 
потока и, соответственно, уменьшить время, 
требуемое для вычислений, практически в два 
раза. Метод прогонки представляет собой метод 
исключения Гаусса, примененный к специаль-
ным системам линейных алгебраических урав-
нений и учитывающий ленточную структуру 
матрицы системы. Подсчет арифметических 
действий показывает, что реализация метода 
прогонки требует выполнения 3N умножений, 
2N + 1 делений и 3N сложений и вычитаний. 

Если матрицы не имеют трехдиагонального 
вида, удобно использовать один из вариантов 
метода Гаусса. Суть метода Гаусса, как известно, 
состоит в том, что с помощью некоторых преоб-
разований исходную систему уравнений сводят 
к более простой системе, имеющей треугольный 
вид. Недостатком этого метода решения СЛАУ 
является большое количество выполняемых 
операций, оно равно О(п3).

2. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ 
РАСХОДЯЩИХСЯ СЛАУ

Довольно часто возникает следующая ситу-
ация: решения системы существуют, но при из-
мельчении шага сетки значения неизвестных 
системы изменяются, причем, скачкообразно, то 
есть с ростом размерности СЛАУ не можем най-
ти пределов, к которым бы эти решения стреми-
лись. В этом случае считается, что разностная 
схема является «расходящейся» и решения рас-
ширяющихся СЛАУ не могут быть записаны. 
Оказывается, что если используемый метод «рас-
ходится», то возможно существование комплек-
сных решений для данной СЛАУ [9, 10], которые 
в силу особенностей традиционных методов ре-
шения БСЛАУ не могут быть установлены. 
Процесс нахождения решения БСЛАУ с помо-
щью r /j -алгоритма состоит из двух этапов.

Рассмотрим СЛАУ 

 

AX B

A

a a a
a a a

a a a

n

n

n n nn

=

=

,

... ...

... ...
. . ... . ...

...

11 12 1

21 22 2

1 2 ....
. . ... . ...

,

[ , , ,..., ,...], [

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜

= =X x x x x B bn1 2 3 11 2 3, , ,..., ,...] ,b b bn
T

 (2)

Решение расходящихся СЛАУ при помощи r / j -алгоритма
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где А – матрица коэффициентов, Х – вектор 
искомых решений, В – правая часть системы 
линейных алгебраических уравнений.

Для того чтобы узнать, «расходится» систе-
ма (2) или нет, решаем одним из классических 
методов, подсистемы смежных порядков, на-
пример m, m + 1, m + 2 и т.д. и строим последо-
вательности, состоящие из их решений {x

i
}, то 

есть последовательности вида 
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Если эти последовательности стремятся к 
некоторым пределам с ростом размерности p сис-
темы, такую СЛАУ будем считать сходящейся, а 

последовательность корней x x x xp p p
n
p

1 2 3
( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , ...,  

будет являться, с некоторой степенью точности, 
решением рассматриваемой БСЛАУ. В случае, 
если пределы последовательностей (3) отсутству-
ют, требуется использовать уже упомянутый 
выше r /j -алгоритм, что составляет следую-
щий этап решения расходящихся БСЛАУ. 
Следует отметить, что при решении «расходя-
щейся» СЛАУ p>>n, что обусловлено r /j -ал-
горитмом, требующим для определения комп-
лексного числа большого количества вещест-
венных «отсчетов».

Предложенный в [5] r /j -алгоритм позво-
ляет использовать полученные в общем случае 
«по Гауссу» вещественные решения расширя-
ющейся системы (2) для получения множества 
комплексных решений исходной системы, если 
они имеются. 

При решении расходящихся БСЛАУ мо-
дуль r

i
 комплексного корня x

i
 находится по 

формуле 
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где xi
m( )  – значение вещественной неизвестной 

xi , полученное «стандартным» алгоритмом ре-
шения СЛАУ размерности т. 

Модуль аргумента ji  комплексного корня 
x

i
 БСЛАУ определяется следующим образом: 
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где ki
p( )  – количество отрицательных значений 

xi , полученных стандартным алгоритмом 
решения СЛАУ из общего количества р значе-

ний xi , найденных из «расширяющейся» 
системы.

Коэффициенты r
i
 и ji  комплексных реше-

ний x
i
 БСЛАУ определяются следующим обра-

зом:
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Несмотря на кажущуюся сложность, данный 
метод решения БСЛАУ достаточно экономичен, 
а главное – метод позволяет решать расходящи-
еся в традиционном смысле БСЛАУ, что не 
обеспечивают известные алгоритмы решения 
СЛАУ. 

Схема решения БСЛАУ при помощи 
r /j -алгоритма приведена на рис.1.

  

Рис. 1. Схема решения БСЛАУ при помощи 
r /j -алгоритма

В. И. Шмойлов, Н. И. Витиска, Е. Б. Титова
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3. ПРИМЕР РЕШЕНИЯ 
РАСХОДЯЩЕЙСЯ СЛАУ 

В качестве примера рассмотрим решение 
при помощи r /j -алгоритма расходящейся 
бесконечной системы (7)

Решить систему:
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В табл. 1–5 приведены результаты решения 
системы (7) с использованием r /j -алгоритма, 
то есть формул (4) и (5). В первых колонках 
таблиц указана размерность решаемых систем. 
Во вторых колонках помещены значения неиз-
вестных xi

m( )  ( i  = 1,  2 ,  512,  1024,  2048), 
полученные по методу прогонки. Как видно из 
таблиц, значения xi , полученные «по прогонке» 

для расходящихся систем, не стремятся к 
каким-либо пределам. В то же время в колонках 
3 и 4 таблиц 1–5 с ростом размерности системы 
(7) устанавливаются значения, соответственно, 
модулей и аргументов комплексных решений x

i
 

системы (7).
Для достижения необходимой точности при 

определении модуля и аргумента комплексного 
числа необходимо брать значительное число 
значений подходящих расходящихся цепных 
дробей. Классические алгоритмы, – обратный 
рекуррентный алгоритм (BR-алгоритм) и пря-
мой рекуррентный алгоритм (FR-алгоритм), 
оказываются неэффективными при вычислении 
значений длинных серий подходящих дробей. 
BR-алгоритм требует недопустимо больших 
затрат машинного времени, так как каждую 
подходящую дробь приходится вычислять за-
ново, а FR-алгоритм приводит к переполнению 
разрядной сетки компьютера или появлению 
«машинного нуля». В [11] были рассмотрены 
алгоритмы, эффективные при вычислении зна-
чений длинных последовательностей подходя-
щих цепных дробей. Нами использовался так 

Таблица 1

Размерность системы, m Значение x m
1
( )  по методу 

прогонки

Модуль комплексного числа, 
r m
1
( )

Аргумент комплексного 
числа, f1

m( )

1 1,000000000000E+00 — —

2 2,500000000000E-01 5,000000000000E-01 0,000000000000E+00

3 1,176470588235E-01 3,086789594993E-01 0,000000000000E+00

4 -2,000000000000E-01 2,769413275131E-01 7,853981633974E-01

7 5,511811023622E-02 2,222264956834E-01 4,487989505128E-01

8 -4,250000000000E+00 3,213623350779E-01 7,853981633974E-01

15 -4,316594612571E-01 2,586318164389E-01 8,377580409573E-01

16 3,566826367091E-01 2,638802890571E-01 7,853981633974E-01

31 2,368807660622E-01 2,338062307929E-01 7,093918895203E-01

32 1,059969835469E-01 2,280970928948E-01 6,872233929728E-01

63 3,535238227882E-01 2,262750841807E-01 7,479982508547E-01

64 1,745241108523E-01 2,253588030476E-01 7,363107781851E-01

127 -3,252270368534E-01 2,200670942025E-01 7,421085008480E-01

128 3,769412205239E-01 2,209942810126E-01 7,363107781851E-01

255 2,545459857837E-01 2,245282017180E-01 7,022383578612E-01

256 1,213393341306E-01 2,239890962004E-01 6,994952392759E-01

511 4,544313219042E-01 2,191004764571E-01 7,070120453284E-01

512 2,021042090470E-01 2,190659250807E-01 7,056311624274E-01

1023 -1,468533026117E-02 2,191323997622E-01 7,063209289596E-01

1024 8,316406972992E-01 2,194179980411E-01 7,056311624274E-01

2047 7,182382967496E-01 2,184842239440E-01 7,029064168755E-01

2048 2,349945882313E-01 2,184919957063E-01 7,025632008516E-01

4095 8,970276633117E-02 2,184996917478E-01 7,027347669568E-01

4096 -5,225224025607E-01 2,185462070065E-01 7,033301912456E-01
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Таблица 2

Размерность системы, m Значение x m
2
( )

по методу прогонки

Модуль комплексного числа, 
r m
2
( )

Аргумент комплексного 
числа, f2

m( )

2 2,500000000000E-01 — —

3 2,941176470588E-01 2,711630722733E-01 0,000000000000E+00

4 4,000000000000E-01 3,086789594993E-01 0,000000000000E+00

7 3,149606299213E-01 2,796171509701E-01 0,000000000000E+00

8 1,750000000000E+00 3,633672992415E-01 0,000000000000E+00

15 4,772198204190E-01 3,146580878184E-01 0,000000000000E+00

16 2,144391210970E-01 3,067161002707E-01 0,000000000000E+00

31 2,543730779793E-01 2,852720846243E-01 -1,047197551197E-01

32 2,980010054844E-01 2,856740808728E-01 -1,013416985029E-01

63 2,154920590706E-01 2,840796761355E-01 -1,013416985029E-01

64 2,751586297159E-01 2,839358375615E-01 -9,973310011396E-02

127 4,417423456178E-01 2,821002267203E-01 -1,246663751425E-01

128 2,076862598254E-01 2,814208206787E-01 -1,236847501413E-01

255 2,484846714054E-01 2,878711791825E-01 -1,607901751837E-01

256 2,928868886231E-01 2,878906799017E-01 -1,601596254771E-01

511 1,818562260319E-01 2,819164885233E-01 -1,601596254771E-01

512 2,659652636510E-01 2,818843567438E-01 -1,598462015525E-01

1023 3,382284434204E-01 2,832864475979E-01 -1,629201669670E-01

1024 5,611976756693E-02 2,828384811551E-01 -1,627609097168E-01

2047 9,392056775013E-02 2,818434626748E-01 -1,658318702775E-01

2048 2,550018039229E-01 2,818296832207E-01 -1,657508581278E-01

4095 3,034324112229E-01 2,820287811482E-01 -1,657508581278E-01

4096 5,075074675202E-01 2,820692462138E-01 -1,657103817278E-01

Таблица 3

Размерность
 системы, m

Значение x m
512
( )  по методу 

прогонки

Модуль комплексного числа, 
r m
512
( )

Аргумент комплексного 
числа, f512

m( )

512 2,021042090470E-01 — —

1023 3,757442030826E-01 2,582764972776E-01 -4,479223900626E-01

1024 -3,021300469698E-01 2,583554658512E-01 -4,531732092898E-01

2047 -2,112991322592E-01 2,569327328361E-01 -4,561036209313E-01

2048 1,757602938211E-01 2,568692692281E-01 -4,558068716659E-01

4095 2,921333954416E-01 2,568295399474E-01 -4,540583132141E-01

4096 7,825019575690E-01 2,569093653590E-01 -4,539316581756E-01

Таблица 4

Размерность 
системы, m

Значение x m
1024
( )  по методу 

прогонки

Модуль комплексного числа, 
r m
1024
( )

Аргумент комплексного 
числа, f1024

m( )

1024 8,316406972992E-01 — —

2047 7,202060392628E-01 2,256697856946E-01 6,626797003666E-01

2048 2,453475076446E-01 2,256881929093E-01 6,620331835858E-01

4095 1,025767690142E-01 2,257655616882E-01 6,616570465080E-01

4096 -4,990251548082E-01 2,258238406288E-01 6,624640545155E-01

Таблица 5

Размерность 
системы, m

Значение x m
2048
( )  по методу 

прогонки

Модуль комплексного числа, 
r m
2048
( )

Аргумент комплексного 
числа, f2048

m( )

2048 2,349945882313E-01 — —

4095 3,056479485523E-01 2,768277496489E-01 -2,454369260617E-01

4096 6,033643987254E-01 2,769330325520E-01 -2,453171423008E-01
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называемый D  – алгоритм. Определим число 
операций, необходимых при нахождении зна-
чений подходящей дроби D  – алгоритмом.

Известна формула
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Таким образом, можно записать  
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Так как f f fn n n= +-1 D , то используя форму-
лы (8) и (9), можно находить значение очеред-
ной подходящей дроби, выполняя всего 6 опе-
раций: 3 операции сложения, 1 операцию ум-
ножения и 2 операции деления.

Результаты решения расходящейся беско-
нечной системы (7) с использованием r /j -
алгоритма приведены в табл. 1–5

В табл. 6 приведены результаты проверки 
решения расходящейся бесконечной системы 
(7), полученного при помощи r /j -алгоритма. 
В первой колонке табл.6 указаны номера строк 
системы (7) , по которым проводилась проверка. 
Во второй колонке приведены значения прове-
ряемых строк системы (7) после подстановки 
найденных комплексных x

i. 
из решаемой 

системы (7) размерностью 4096. В третьей 
колонке даны значения правой части системы 
(7), в четвертой – абсолютные погрешности, 
допущенные при решении системы (7) при 
помощи r /j -алгоритма.

Как видно из результатов проверки по стро-
кам системы (7), погрешности, допущенные при 
решении системы с использованием r /j -ал-
горитма, весьма невелики ( e = -- -10 103 4 ).

На рис. 2 показаны вещественные значения 
xi

m( ) (i = 1, 2, 4), полученные методом прогонки 
из решения «расширяющейся» системы (7). Как 
видно из графиков, значения xi

m( )  с расширением 
системы (7) не стремятся к каким-либо пределам, 
а осциллируют. Для каждого xi

m( ) (i=1,2,4) 
приведены значения первых и последних 150 
«подходящих», полученных из расширяющихся 
СЛАУ.

На рис. 3 показаны значения модулей ri
m( )  

комплексных неизвестных xi
m( )  (i = 1, 2, 4), 

полученные при решении «расширяющейся» 
системы (7) с использованием r /j -алгоритма. 
Алгоритм позволяет устанавливать комплекс-
ное число, являющееся значением расходящей-
ся цепной дроби, по вещественным подходящим 
дробям. Для определения модуля комплексного 
числа используется формула (4). 

В случае определения комплексных неиз-
вестных расходящихся бесконечных систем 
вместо значений подходящих дробей берутся 
последовательные значения xi

m( ) , получаемые 
из решения «расширяющихся» систем по мето-
ду прогонки, которые приведены во вторых 
колонках табл. 1–5. Таким образом, при помо-
щи вычислительной процедуры, описываемой 

Таблица 6

Номер 
строки, 

m
Значение левой части системы

Значение 
правой 
части

Абсолютная погрешность

1 1,001299469052E+00 + i1,762678328659E-03 1 1,299469051622E-03 + i1,762678328659E-03

2 1,001615385287E+00 + i1,823158910945E-03 1 1,615385286690E-03 + i1,823158910945E-03

4 1,001420584071E+00 + i1,786263723479E-03 1 1,420584071188E-03 + i1,786263723479E-03

8 1,000966887833E+00 + i1,224856975491E-03 1 9,668878325528E-04 + i1,224856975491E-03

16 1,001094874798E+00 + i1,078635879098E-03 1 1,094874797582E-03 + i1,078635879098E-03

32 1,001217090677E+00 + i1,378751449401E-03 1 1,217090677040E-03 + i1,378751449401E-03

64 1,000939873348E+00 + i9,321736272402E-04 1 9,398733476283E-04 + i9,321736272402E-04

128 1,001321599553E+00 + i3,972567037168E-04 1 1,321599553336E-03 + i3,972567037168E-04

256 1,000792866804E+00 + i1,707477617846E-03 1 7,928668038036E-04 + i1,707477617846E-03

512 1,001030405321E+00 + i1,250966938645E-03 1 1,030405321258E-03 + i1,250966938645E-03

1024 1,000587637913E+00 + i2,199988158475E-03 1 5,876379127570E-04 + i2,199988158475E-03

2048 1,000849453587E+00 + i4,776958470371E-03 1 8,494535870614E-04 + i4,776958470371E-03
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Рис. 2. Значения xi
m( )  (i = 1, 2, 4) расширяющейся системы (7)
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Рис. 3. Значения модуля ri
m( )  комплексных xi

m( )  (i = 1, 2, 4) системы (7)
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формулой (4) из осциллирующих последова-
тельностей значений xi

m( ) , показанных на рис.2, 
получены «сходящиеся» последовательности 
(рис. 3), которые позволяют установить значе-
ния модулей комплексных x

i 
(i = 1, 2, …), явля-

ющихся решениями расходящейся системы (7). 
Рассматриваемый в статье способ выходит за 
рамки традиционных методов суммирования, 
ибо позволяет, при определенных условиях, за 
последовательностью вещественных «подходя-
щих дробей» усмотреть некое комплексное 
число, которое, собственно, и представлено этой 
последовательностью «подходящих дробей» или 
«отсчетов». Признаком комплексности такой 
последовательности служат перемены знаков ее 
элементов, причем, эти перемены знаков про-
исходят сколь угодно много раз. Другими сло-
вами, признак комплексности устанавливается 
из «поведения» подходящих дробей. Параметры 
же комплексного числа r ei

0
0j , то есть его модуль 

r
0
 и аргумент j0 , могут быть определены 

r /j -алгоритмом, в данном случае определяе-
мом формулами (4) и (5). 

Оценим вычислительную сложность r /j
-алгоритма. Оценку проведем на примере рас-
ходящихся обыкновенных цепных дробей, 
хотя r /j -алгоритм применим к непрерывным 
дробям со значительно более сложными гра-
фами. При вычислении значения n-звенной 
цепной дроби по классическому BR -алгорит-
му требуется выполнения 2n операций – n 
операций сложения и n операций деления, 
причем, во многих практически важных слу-
чаях имеет место высокая скорость сходимости, 
то есть используются цепные дроби с неболь-
шим количеством звеньев. При определении 
значения расходящейся в классическом смыс-
ле цепной дроби при помощи r /j -алгоритма 
необходимо вычислять длинную серию значе-
ний подходящих дробей. Чтобы определить 

комплексное число, которое является значени-
ем расходящейся цепной дроби с действитель-
ными элементами с точностью 7–8 десятичных 
разрядов, надо взять число отсчетов, то есть 
значений подходящих дробей, порядка 106 [5]. 
Поэтому следует подчеркнуть, что при исполь-
зовании r /j -алгоритма для решения разно-
образных практически важных задач совре-
менной вычислительной математики, в част-
ности, разностных задач, необходимы компью-
теры с высокими техническими характеристи-
ками.

По «отсчетам», приведенным во вторых ко-
лонках табл. 1 – 5, можно, помимо модулей, 
найти аргументы ji  комплексных x

i
 «расширя-

ющейся» системы (7). Для этого надо исполь-
зовать формулу (5). Формула (5) определяет 
модуль аргумента комплексных x

i
, но не знак 

аргумента. Знак аргумента определяется из 
динамики распределения на «периоде» «отсче-
тов» xi

m( ) , полученных по прогонке. Можно 
сформулировать следующие алгоритмы.

Алгоритм Z
1
.

Если модуль аргумента комплексного числа, 
являющегося значением «расходящейся» цепной 
дроби, установленный из анализа знаков подхо-
дящих дробей по формуле (5), лежит в интер-

вале 0
2

< ( ( <j p
, то знак аргумента комплек-

сного числа будет положительным, если на 
«периодах» положительные подходящие дроби, 
составляют убывающие последовательности. 
Если на периодах положительные подходящие 
дроби составляют возрастающие последова-
тельности, то разложение определяет значение 
комплексного числа с отрицательным аргумен-
том (рис. 4).

Алгоритм Z
2
.

Если модуль аргумента комплексного числа, 
являющегося значением «расходя щейся»цепной 

Рис. 4. Определение знака аргумента 0
2

< <Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

f
p
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дроби, определенный по формуле (5), лежит в 

интервале 
p j p
2

< ( ( < , то знак аргумента 

этого комплексного числа будет положитель-
ным, если на «периоде»модули подходящих 
дробей, имеющих отрицательные значения, 
составляют убывающую последовательность. 
Если «на периоде»отрицательные подходящие 
дроби составляют по модулю возрастающую 
последовательность, то цепная дробь опреде-
ляет значение комплексного числа, которое 
имеет отрицательный аргумент (рис. 5).

Графики аргументов φ
i
 (i = 1, 2, 4) комплек-

сных решений x
i
 БСЛАУ (7) приведены на 

рис. 6.
На рис. 7 показано размещение в комплек-

сной плоскости значений неизвестных x
i
 (i = 1, 

2, …, 2048), бесконечной системы (7).
Запишем значения неизвестных x

i
 (i=1,2,…, 

2048) системы (7), которые получены при по-
мощи r /j -алгоритма:
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Для x
1 

и x
2 

на рис.7 показаны модули и ар-
гументы комплексных неизвестных. Там же на 
комплексной плоскости точками отмечены рас-
положения значений x

3
, x

4
, x

2041
 - x

2048
. Все зна-

чения неизвестных x
i
 (i = 1, 2,…, 2048) систе-

мы (7) расположены на окружности, что зако-
номерно для неизвестных x

i
 системы с трехдиа-

гональной матрицей, содержащих одинаковые 
элементы по диагоналям и с постоянной правой 
частью. 

Комплексные неизвестные x
i
 укладывают-

ся на окружности, которая соприкасается 
с мнимой осью в начале координат. С ростом 
размерности системы (7) неизвестные x

i
 

все более плотно располагаются на окружнос-
ти. Теоретически, каждая неизвестная x

i
 име-

ет свою индивидуальную координату. Ес-
ли смотреть на процесс размещения x

i
 из 

центра этой окружности, то можно заметить, 
что неизвестные x

i
 укладываются на ок-

ружности, двигаясь по часовой стрелке с 
постоянным «шагом», несколько превышаю-
щим угол π/2. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный выше r /j -алгоритм поз-
воляет найти не только действительные, но и 
комплексные решения БСЛАУ, если они име-
ются. Эффективность решения БСЛАУ зави-
сит от выбранного на начальном этапе метода 
вычисления неизвестных «расширяющихся» 
СЛАУ. На выбор метода влияет несколько 
факторов, главным из которых является вид 
матрицы коэффициентов. Если матрица сис-
темы трехдиагональная, то проблем с выбором 
алгоритма нет, но если матрица системы име-
ет иной вид, возникает вопрос выбора способа 
решения «расширяющихся» СЛАУ. 

Рис. 5. Определение знака аргумента 
p

f p
2

< <Ê
ËÁ

ˆ
¯̃
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Рис. 6. Значения аргумента φ
i
 комплексных  x

i
  (i=1,2,4) системы (7)

В. И. Шмойлов, Н. И. Витиска, Е. Б. Титова
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