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При проведении геологоразведочных работ 
бурят сотни скважин и берут сотни километров 
проб, определяя, в частности, литологию и стра-
тиграфию слоев породы. Скважины бурят до-
статочно далеко друг от друга. Линии скважин 
находятся на расстоянии метров 400-500 друг 
от друга и в линиях расстояние между ними 
примерно такое же. 

  

Рис. 1. Точками обозначены скважины

Интерполирующая триангуляция поверх-
ностей слоев, построенная на скважинах, обра-
зует редкую сетку треугольников (рис. 2). Ин-
терполирующая поверхность необходима для 
расчета сечений и значений z в требуемых точках 
области определения, а также для визуализации. 
Система пространственных треугольников поз-
воляет очень просто решить эти задачи, но по-

лучаемое кусочно-линейное приближение по-
верхности является слишком грубым (рис. 2).

  

Рис. 2. Триангулированная 
по скважинам поверхность слоя

Поэтому возникает задача построения ин-
терполирующей поверхности, которую можно 
использовать для введения дополнительного 
разбиения каждого треугольника на несколько 
новых треугольников. Новые узловые точки не 
должны лежать в плоскости треугольника и 
используются для сглаживания поверхности 
(рис. 3).

  

Рис. 3. Один треугольник триангуляции 
с добавленными точками

После разбиения триангулированная повер-
хность становится более гладкой (рис. 4).
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Рис. 4. Поверхность, сглаженная добавленными 
треугольниками

Одна из основных сложностей этой задачи 
заключается в том, что точки, добавленные на 
ребрах, должны быть общими для двух треу-
гольников, опирающихся на это ребро.

Конечно, в каждой треугольной ячейке сет-
ки можно построить участок гладкой интерпо-
лирующей поверхности со сшиванием на гра-
ницах ячеек [3,5], но такой подход имеет ряд 
недостатков:

– необходимость задания в узлах сетки не 
только первых, но и смешанных производных;

– высокая трудоемкость алгоритма гладкой 
интерполяции;

– сложность расчета сечений на сглаженном 
участке поверхности.

Для сглаживания поверхности только на 
ребрах сетки в работе [1] был предложен следу-
ющий алгоритм:

1. Найти нормальные вектора касательных 
плоскостей во всех узлах сетки.

2. Используя методы построения локальных 
плоских кубических сплайнов [2], вычислить 
нормали в центральных точках всех ребер сетки.

3. По полученным нормалям (6 на каждый 
треугольник) построить непрерывную на ребрах 
сетки кусочно-квадратичную вектор-функцию, 
позволяющую найти нормальные векторы во 
всех точках области определения.

4. Сглаживать поверхность только на ребрах 
сетки, используя для этого плоские кубические 
сплайны. Производные в узлах по требуемым 
направлениям (наклоны касательных) рассчи-
тывать с помощью векторов нормалей.

5. Вычислять на сглаженных ребрах сетки 
дополнительные узлы и проводить последова-
тельное сгущение сетки до тех пор, пока это 
необходимо.

В работах [4,7] предлагается иной подход, 
основанный на введении дополнительного раз-
биения каждого треугольника на несколько 

новых треугольников, вершины которых лежат 
на бикубической поверхности Безье. Однако 
метод, предлагаемый в этих работах, обладает 
существенным недостатком: каждый из пары 
соседних разбиваемых треугольников опирает-
ся на свой набор добавляемых точек. В резуль-
тате в триангулированной поверхности появля-
ются узкие щели. Слияние близких точек по 
ряду причин не решило проблему. В этой рабо-
те предлагается несколько иной метод, основан-
ный только на топологических свойствах дан-
ных и не требующий приближенного вычисле-
ния для близких точек. Отметим, что сглажива-
ние триангулированний поверхности относится 
к задачам интерполяции и, следовательно, во-
первых, допускает неоднозначное решение, 
во-вторых, требует некоторого набора предпо-
ложений. Список этих предположений будет 
приведен после описания алгоритма. Для пред-
лагаемого метода используется структура дан-
ных, изображенная на рис. 5.

 

Рис. 5. Структура данных 
для сглаживания триангуляции

Данные можно разбить на две группы. В 
первую группу входят треугольники TTr и вер-
шины TPoint, связанные отношением «многие 
ко многим». Каждый треугольник опирается на 
три вершины, номера которых определяются 
элементами массива P[0..2], и имеет единичную 
нормаль Norma: TXYZ. Каждая вершина имеет 
координаты Point: TXYZ и для нее вводится 
понятие нормали к поверхности – Norma: 
TXYZ. Эта нормаль вычисляется как среднеа-
рифметическое нормалей треугольников, инци-
дентных этой вершине.

Во вторую, вспомогательную, группу также 
входят две сущности: треугольники с добавлен-
ными полями TTrOld и четырехточечные кри-
вые Безье типа TLineBezier. Каждая кривая 
Безье ассоциируются с ребром триангуляции. 
В структуре TLineBezier поля имеют следую-
щий смысл: p1, p2 – номера точек PointH; A1, 
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A2 – два касательных вектора; nP[] – динами-
ческий массив номеров вставленных точек; 
Parent – указатель на родительскую линию 
Безье; Converting – признак конвертирования 
порядка следования вставленных точек по от-
ношению к родительской линии.

В структуру треугольников TTrOld добавле-
ны следующие поля: NumLineBezier – номера 
линий Безье для ребер; LineT[0..2] – линии 
Безье; Pc – координата срединной точки.

Для вычисления координат вставляемых 
точек предлагается следующий алгоритм:

Шаг 1. Разбить каждое ребро триангуляции 
на nP частей и через эти точки провести в каж-
дом треугольнике линии, порождающие новые 
треугольники триангуляции.

Шаг 2. В каждой узловой точке вычислить 
псевдонормаль к поверхности как среднеариф-
метическое единичных нормалей к треугольни-
кам, опирающихся на эту вершину.

Шаг 3. Вычислить касательные векторы к 
поверхности вдоль ребер триангуляции, пер-
пендикулярные псевдонормалям.

Шаг 4. На половине длины ребра на каса-
тельных векторах ввести две промежуточные 
точки для поверхности Безье.

Шаг 5. Вычислить координаты промежуточ-
ных точек по уравнениям, описывающим по-
верхность Безье.

Для описания линий Безье используется 
слудующая структура:

 TLineBezier=record
 p1,p2: word; // номера точек начала и конца 

отрезка
 A1,A2: TXYZ; // два касательных вектора
 end;
 TALineBezier=array of TLineBezier;
Каждый треугольник порождает три линии 

Безье и в нем есть некая серединная точка Pc:
 TTrNew=record
 NumLineBezier: array[0..2] of word;
 LineT: array[0..2] of TLineBezier;
 Pc : TXYZ; // срединная точка
 end;
Элементарной бикубической поверхностью 

Безье, определяемой матрицей V
ij
, i = 0..3, 

j = 0..3, называется поверхность [6], определяе-
мая векторным параметрическим уравнением
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Поверхность Безье обладает следующими 
свойствами (рис. 4):

– является гладкой поверхностью;
– проходит через точки V

00
, V

30
, V

03
, V

33
 и 

касается отрезков, выходящих из этих точек.

  

Рис. 4. Поверхность Безье

Предлагаемый алгоритм сглаживания три-
ангуляции состоит из следующих шагов:

Шаг 1. Вычислить единичную нормаль для 
каждого треугольника.

Шаг 2. В каждой узловой точке триангуля-
ции вычислить псевдонормаль к поверхности 
как среднеарифметическое единичных норма-
лей к треугольникам, опирающихся на эту 
вершину.

Шаг 3. Сформировать массив LineBezier и 
массив треугольников TrNew, опирающихся на 
эти линии.

Шаг 4. Для каждого отрезка массива 
LineBezier вычислить касательные векторы.

Шаг 5. Для каждого треугольника TrH пос-
троить матрицу векторов Безье и новые треу-
гольники.

Шаг 5.1. Построить упорядоченные по об-
ходу линии в треугольнике.

Шаг 5.2. Переставить точки и касательные 
в LineT.

Шаг 5.3. Вычислить серединную точку 
P

c
 = A

1
 – P

1
 + A

2
 - P

2
.

Шаг 5.4. Вычислить матрицу векторов 
Безье.

Шаг 5.5. Вычислить остальные векторы 
Безье.

InitBez2(MultT(0.5,Summa(1,Vs[0,0], 
Vs[3,3])));

Шаг 5.6. Построить новые треугольники.

Cгущение триангуляции поверхности со сглаживанием
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Шаг 5.6.1. Вычислить координаты проме-
жуточных точек.

Шаг 5.6.2. Вычислить номера точек треу-
гольника.

Шаг 6. Склеить точки.

Шаг 1. Вычислить единичную нормаль для 
каждого треугольника.

Шаг 2. Вычислить единичную псевдонор-
маль в каждой точке триангуляции.

Шаг 3. Формируется LineBezier[].p1.p2 и 
TrNew[]. NumLineBezier[0..2] -> LineBezier[]

Шаг 4. Формируется LineBezier[].A1.A2
Шаг 5. TrNew[].LineT: array[0..2] = Num-

LineBezier[]
Шаг 6. LineT[j] упорядочиваются по обходу
Шаг 7. среднеарифметическое отклонение А1
Шаг 8. серединная точка P

c0

Шаг 9. Построение 16 точек поверхности 
Безье

Шаг 10. Построение точек PointH на реб-
рах

Шаг 11. Построение внутренних PointH[] и 
TrH[]

Сформулируем список предположений 
предлагаемого метода:

1. Каждый треугольник разбивается на 
nP*(nP–1)/2 равных треугольников;

2. Нормаль к поверхности в каждой верши-
не триангуляции определяется как среднеариф-
метическое единичных нормалей к треугольни-
кам, опирающихся на эту вершину;

3. Из 16-ти векторов, необходимых для по-
верхности Безье, четыре определяются из коор-
динат вершин треугольника, симметрично 
продолженного относительно середины одной 
из сторон. Еще 10 (с учетом симметричного 
продолжения) векторов определяются как ка-
сательные к линиям Безье длиной половина 
длины ребра.

4. Оставшиеся два вектора получаются как 
радиус-вектор точки, расположенная на высоте 
1.5 среднеарифметического касательных векто-
ров ребер треугольника. 

Рассмотрим реализацию каждого шага ал-
горитма более подробно.

Для каждого треугольника нормаль будем 
вычислять с помощью функции SetNorm и, если 
проекция нормали на ось z меньше 0, то меняем 
порядок обхода вершин и направление норма-
ли. Менять порядок обхода вершин необходимо, 
так как для любого треугольника проекция 

вектора нормали на ось z должна быть неотри-
цательна. 

Каждая точка триангуляции PointH[i] яв-
ляется вершиной нескольких треугольников. 
Нормированный вектор суммы нормалей к этим 
треугольникам можно считать некоторым при-
ближением (псевдонормалью) к вектору нор-
мали к поверхности в точке PointH[i].

В дальнейшем потребуется массив отрезков 
LineBezier, каждый элемент которого имеет 
структуру:

 TLineBezier=record
 p1,p2: word;
 A1,A2: TXYZ; // два касательных вектора
 end;
Поля p1 и p2 показывают на номера точек 

начала и конца отрезка, а векторные поля A1 и 
A2 имеют смысл касательных векторов к линии 
Безье. Вспомогательный массив треугольников 
опирается не на точки, а на отрезки массива 
LineBezier. Каждый элемент этого массива со-
держит следующие поля: 

 TTrNew=record
 NumLineBezier : array[0..2] of word;
 LineT : array[0..2] of TLineBezier;
 Pc : TXYZ; // срединная точка
 end;
В этой структуре поле NumLineBezier пока-

зывает номер элемента в массиве отрезков 
LineBezier.

На шаге 3 для каждого ребра треугольника 
p1,p2 с помощью функции FindLine пытаемся 
найти элемент в массиве LineBezier. Если тако-
го элемента нет, то с помощью функции AddLine 
добавляем его.

Касательные векторы A
1
 и A

2
 в точках P

1
 и P

2
 

вычисляются по следующему алгоритму 
(рис. 5):

  

Рис. 5. Касательные векторы A
1
 и A

2
 

в точках P
1
 и P

2

Шаг 4.1. Вычисляется вектор отрезка 
A P P= -2 1;

Н. А. Тюкачев
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Шаг 4.2. Вычисляется радиус-векторы точек 
B

1
 и B

2
: B P A1 1 3= + / ,  B P A2 2 3= - / .

Шаг 4.3. Вычисляются проекции векторов 
B

1
 – P

1
 и B

2
 – P

2
 на нормали N

1
 и N

2
.

Шаг 4.4. Находятся касательные векторы A
1
 

и A
2
: A B Q1 1 1= - ,  A B Q2 2 2= - .
Замечание. Векторы А

1
 и А

2
 не лежат в одной 

плоскости.
Шаг 5. Для каждого треугольника TrNew 

необходимо построить матрицу векторов Безье 
и новые треугольники. Этот этап состоит из 
следующих шагов.

Шаг 5.1. Построить упорядоченные по об-
ходу линии LineT в треугольнике. Вспомога-
тельный массив LineT: array[0..2] of TLineBezier 
содержит для каждого треугольника упорядо-
ченную по обходу информацию о трех отрезках, 
образующих треугольник: конец каждого отрез-
ка LineT является началом для следующего 
отрезка. 

Шаг 5.2. Вычислить (рис. 6) серединную 
точку P

c
 = A

1
 – P

1
 + A

2
 – P

2
 над поверхностью 

треугольника. Серединная точка P
c
 потребуется 

для построения матрицы векторов Безье и долж-
на находиться примерно над серединой треу-
гольника. Праобразы касательных векторов – 
векторы B

1
 и B

2
 – равны по длине 1/3 длины 

своих сторон треугольника. Поэтому сумма 
векторов B

1
 + B

2
 попадает в центр треугольника 

P
0
 (точку пересечения медиан). Сумма касатель-

ных векторов A
1
 - P

1
 + A

2
 - P

2
, выходящих из 

точки P
1
, попадет примерно над серединой тре-

угольника.

  

Рис. 6. Серединная точка P
c
 

над поверхностью треугольника

Значение z-координаты для серединной 
точки берется как среднеарифметическое зна-
чение z-координат всех векторов А

1
 и А

2
, увели-

ченное в полтора раза. Необходимо отметить, 
что серединные точки, построенные на основе 

касательных векторов из точек P
2
 или P

3
, не 

совпадут с точкой P
c
.

Шаг 5.3. Вычислить половину матрицы 
векторов Безье. Гладкая поверхность Безье, 
описываемая уравнением (1), определена над 
четырехугольником. Построим этот четырех-
угольник, введя точку P

2симметричная
, симметрич-

ную точке P
2
 относительно середины отрезка 

P
1
P

3
. Знание касательных векторов, выходящих 

из вершин треугольника P
1
, P

2
 и P

3
, и середин-

ной точки P
c
 позволяет построить 10 из 16 век-

торов Безье (рис. 4).
Шаг 5.4. Вычислить остальные 6 векторов 

Безье, считая, что они симметричны соответс-
твующим векторам матрицы Безье относитель-
но середины отрезка V

00
V

33
 (рис. 4).

Шаг 5.5. Построить новые треугольники, 
считая, что каждая сторона треугольника раз-
бивается на nB частей. Это приведет к появле-
нию nN=(nB+1)*(nB+2)/2 новых точек 
(рис. 7).

  

Рис. 7. Новые точки и треугольники

Далее необходимо вычислить координаты 
новых точек и занести их в массив PointTemp.

Шаг 5.5.1. Вычислить координаты проме-
жуточных точек с помощью уравнения (1). Все 
новые точки будем собирать в массиве 
PointTemp: array of TXYZ. Поэтому для следу-
ющего шага построения новых треугольников, 
которые опираются на точки массива PointTemp, 
потребуются две функции: 

– функция IJ_in_N, которая по номеру стро-
ки точек i0 и номеру точки в строке j0 возвра-
щает абсолютный номер точки в массиве 
PointTemp; 

– обратная процедура N_in_IJ, которая по 
абсолютному номеру точки вычисляет номер 
строки i и номер точки в строке j.

Шаг 5.5.2. Вычислить номера точек треуголь-
ника и добавить новые треугольники. Из рис. 7 
видно, что точки с номерами (0,0) и (nB,nB) не 

Cгущение триангуляции поверхности со сглаживанием
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добавляют новых треугольников. Часть точек 
добавляет по одному треугольнику, остальные 
добавляют по два новых треугольника.

Шаг 6. Склеить точки. Построенный массив 
точек PointTemp является вспомогательным и 
избыточным: может оказаться, что для двух 
соседних треугольников начальной триангуля-
ции соседние точки на границе близки. Потому 
при построении основного массива точек PointH 
необходимо добавлять только существенно от-
личающиеся точки, отстоящие друг от друга на 
расстояние больше Eps.

Этот шаг очень важен, так как множество 
добавленных точек для каждого треугольника 
свое и соответствующие добавленные точки на 
границе двух соседних треугольников могут не 
совпадать (рис. 8).

  

Рис. 8. Триангулированная поверхность 
с разрывами

На рис. 8 видны черные линии между нес-
клеенными треугольниками. Фактически эта 
операция склеивает поверхность треугольников 
в непрерывную.

Вместо проверки близости соответствующих 
добавленных точек на границе двух соседних 

треугольников можно использовать топологи-
ческий алгоритм: если у соседнего треугольни-
ка уже вычислены добавленные точки, то не 
вычислять граничные точки, а использовать 
готовые.

Такам образом в работе предлагается алго-
ритм сглаживания триангулированной повер-
хности, основанный на введении дополнитель-
ного разбиения каждого треугольника на не-
сколько новых треугольников, вершины кото-
рых лежат на бикубической поверхности Безье. 
Алгоритм использован при разработке геоин-
формационной системы «Kemberlit Explorer».
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