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Аннотация. Рассматриваются свойства сходимости весовых коэффициентов линейных ней-
ронных сетей, используемых для восстановления регрессионных и авторегрессионных моделей 
случайных процессов и полей в условиях прямого и косвенного обучения. Приводятся резуль-
таты статистического имитационного моделирования для случайных полей с заданной функ-
цией корреляции.
Ключевые слова: нейронные сети, регрессионные модели, имитационное моделирование, 
прямое и косвенное обучение.

Abstract. In this paper there is considered a convergence property of the linear neural networks 
weights, used for the restoration the regression and auto regression models of random processes 
and fields in case of direct and indirect learning. There are shown the results of statistical simula-
tion modeling for random fields with given correlation function. 
Key words: neural networks, regression models, simulation modeling, direct and indirect learning.

ВВЕДЕНИЕ

Одним из принципиальных вопросов, кото-
рые всегда возникают при исследовании инфор-
мационных систем с использованием компью-
терных имитационных моделей, является раз-
работка алгоритмов и программ генерации 
сигналов и помех, действующих в каналах пе-
редачи информации. Проблема состоит в том, 
что указанные алгоритмы, как правило, доста-
точно сложны и требуют больших, а зачастую, 
может быть, и наибольших вычислительных 
ресурсов по отношению к другим компонентам 
разрабатываемого программного обеспече-
ния [1, 2]. При этом во многих задачах нельзя 
использовать упрощенные модели и алгоритмы 
генерации сигналов и помех, так как это может 
привести к потере адекватности всей имитаци-
онной модели и, соответственно, к неправиль-
ным результатам при проведении эксперимен-
тов, направленных на оценку эффективности 
исследуемой системы. 

При известных корреляционных или спек-
тральных характеристиках алгоритмы модели-

рования векторных случайных процессов и 
полей реализуют подходы и методы, которые 
подробно рассмотрены [1, 3—5]. Однако во 
многих случаях такие характеристики отсутс-
твуют. В частности, в задачах обработки изоб-
ражений возникает задача разработки алгорит-
мов имитации изображений пространственно-
распределенных объектов и фонов как реали-
заций случайных полей (задача синтезирования 
искусственных изображений) при наличии 
ограниченных по объему эталонных образцов 
изображений [6—12]. Известные подходы к 
решению данной задачи используют алгоритмы 
генерации случайно распределенных значений 
яркости изображения, обеспечивающие фор-
мирование реализации случайного поля с тек-
стурой, адекватной реальным для данных усло-
вий наблюдения изображениям. При отсутствии 
априорной информации относительно статис-
тических характеристик изображений эффек-
тивный подход для построения подобных алго-
ритмов, по мнению авторов [2, 13, 14], может 
быть основан на применения искусственных 
нейронных сетей (НС), обучаемых по совокуп-
ности эталонных примеров. Нейросетевой ал-
горитм формирования каждого элемента изоб-
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ражения позволяет получить отклик сети на 
входные воздействия, являющиеся элементами 
некоторой геометрически определенной окрес-
тности этого элемента, т.е. в форме авторегрес-
сионной модели и реализованной на ее основе 
рекуррентной процедуры генерации случайно-
го поля. Использование аппарата НС позволяет 
эффективно решить проблему нахождения 
пространственных связей между элементами 
изображения (в том числе и нелинейных), пред-
ставляя их в виде весов нейронной сети, полу-
чаемых в ходе обучения по эталонным фрагмен-
там реального изображения. Целью данной 
статьи является теоретический и эксперимен-
тальный анализ условий и свойств сходимости 
весовых коэффициентов нейронных сетей ли-
нейного типа при восстановлении регрессион-
ных и авторегрессионных моделей (АР-моде-
лей) случайных процессов и полей.

АНАЛИЗ СВОЙСТВ ОЦЕНОК 
ПАРАМЕТРОВ МНОГОМЕРНОЙ 

РЕГРЕССИИ

Пусть x x xM
T= ( ... )1  – случайный вектор с 

математическим ожиданием M x mx[ ] =  и мат-
рицей ковариации M x m x m Rx x

T
xx[( )( ) ] ,- - =  

а y y yN
T= ( ... )1  – случайный вектор с математи-

ческим ожиданием M y my[ ] =  и матрицей кова-
риации M y m y m Ry y

T
yy[( )( ) ] .- - =  Пусть также 

связь между x и y определяется линейным опе-
ратором вида

 y Fx c v= + + ,  

где F fnm=  – матрица размера N M¥ ;  c  – век-
торная константа; v v vN

T= ( ... )1  – случайный, 
независимый от x  и y,  вектор возмущения 
( [ ] , [ ] ).M v M vv RT

vv= =0  Фактически y  и x  под-
чиняются модели многомерной регрессии. При 
этом матрица F  и вектор c  с учетом независи-
мости v  и x,  y  связаны со статистическими 
характеристиками x,  y  и v  следующим обра-
зом:
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В итоге, если Rxx – невырожденная матрица 
(что, обычно, выполняется), то связь парамет-
ров модели векторной регрессии со статистичес-

кими характеристиками случайных векторов 
имеет вид
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Пусть теперь проводится обучение одно-
слойной нейронной сети линейного типа с мат-
рицей весов W wnm=  размера N M¥  и век-
тором смещения w w wN

T
0 10 0= º( ) .  Для обуче-

ния сети используется выборка { , },( ) ( )x yp p  
p P= 1, .  Найдем необходимое и достаточное 
условия минимума целевой функции при обу-
чении НС. 

Целевая функция при обучении сети имеет 
вид
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где �y p( ) – реакция НС на входное воздействие 
x p( ) . Необходимое условие минимума может 
быть получено на основе решения системы 
уравнений вида
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Сначала получим решение для компонентов 
вектора смещения 
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где �mx ,  �my  – выборочные математические ожи-
дания векторов входа и выхода. Теперь запишем 
выражение для частной производной E  по 
элементам матрицы W  с учетом подстановки 
полученного решения для вектора w0
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Это эквивалентно следующей системе урав-
нений:
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где �rnm
yx ,  �rkm

xx  – элементы выборочных матриц 
ковариации �Ryx ,  �Rxx .

 

� � �

� �

r
P

y m x m

r
P

x

nm
yx

n
p

y n
p

P

m
p

x m

km
xx

k
p

= - -

= -

=
Â1

1
1

( )( ),

(

( )
,

( )
,

( ) mm x mx k m
p

x m
p

P

,
( )

,)( ).-
=

Â �
1

 

В матричном виде получим следующее урав-
нение:

 � �R WRyx xx- = 0.  

Оценки �Ryx ,  �Rxx  являются оценками макси-
мального правдоподобия матриц ковариации 
Ryx ,  Rxx .  В тоже время они являются смещен-
ными оценками [15]. Несмещенные оценки 
определяются соотношениями:
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При P M>  матрица �Rxx  является положи-
тельно определенной [15]. Отсюда получим 
окончательное выражение для матрицы весов 
НС и вектора смещений
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Таким образом, структура соотношений (1) 
для параметров исходной модели F,  c  и моде-
ли (2), восстанавливаемой с помощью НС W ,  
w0  сохраняется, при этом w0  и W  является 
выборочными оценками.

Рассмотрим теперь достаточное условие 
минимума целевой функции. Оно определяется 
условием положительной определенности мат-
рицы вторых частных производных по всем 
определяемым в ходе обучения параметрам 
НС
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где ¢wnm ,  n N= 1, ,  m M= 0,  – элементы матрицы 
весов, включая и веса смещения. Для упроще-
ния выкладок оценим выполнимость усло-
вия (3) для каждого нейрона в отдельности, 
учитывая, что для однослойной нейронной сети 
процесс обучения и минимизации целевой фун-
кции осуществляется независимо. Для n -го 
нейрона объединим вектор весов и смещение в 
расширенный вектор 
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В итоге получим следующую матрицу вто-
рых частных производных:

 

P

P x x

x x x

w
n

p

p

P

M
p

p

P

M
p

p

P

M
p p

p

P

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

...

=
= =

= =

Â Â

Â

1
1 1

1
1

1

� � � �

ÂÂ Â

Â
=

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜

=

=

... ( ) ( )

( , )

x x

P

M
p

M
p

p

P

w
n p

p

P

1

1

 

где P X Xw
n p p p T( , ) ( ) ( ), ,=  X x xp p

M
p T( ) ( ) ( )( , ... )= 1 1  – по-

лученный путем включения единицы в качест-
ве первой компоненты расширенный вектор.

Условия достаточности выполняются если 
матрица Pw

n( ),  положительно определена, то есть 
для любого нетривиального вектора y :  

Восстановление регрессионных моделей случайных процессов и полей с использованием нейронных сетей
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y P yT
w

n( ) ,> 0  n N= 1, .  Выполним следующее 
преобразование для Pw

n( )  [15]
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Возможны два варианта: если y0 0π ,  то, как 
минимум, y R yT

xx1 1 0� π ,  но при этом второе сла-
гаемое всегда больше нуля; если y0 0= ,  то y1 0π  
и тогда первое слагаемое y R yT

xx1 1 0� >  в силу 
положительной определенности �Rxx .  Таким 
образом, условие достаточности минимума це-
левой функции при обучении НС доказано.

Оценим выборочную матрицу ковариации 
остаточной ошибки выхода НС Tv  
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Учитывая, что W R Ryx xx= -� � 1,  получим выра-
жение 
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которое определяет выборочную матрицу кова-
риации �Rvv .  Согласно [15] она является оцен-
кой максимального правдоподобия. Напомним, 
что R R FR Fvv yy xx

T= - .  Это значит, что опти-
мальная оценка матрицы ковариации шума 
может быть получена после фиксации коэффи-
циентов сети. При этом несмещенная оценка 
получается как �R P P Mvv /( ).-

Теорема. Нижняя граница Рао-Крамера для 
диагональных элементов матрицы ошибок при 
оценке параметров многомерной регрессии в 
случае гауссовских случайных векторов опре-
деляется соотношениями: 
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,

 

где xP P Px y= { , }  – совокупность наблюдений; 
x x xP P= { ... },( ) ( )1  y y yP P= { ... },( ) ( )1  x Rp M( ) ,Œ  
y Rp N( ) Œ  – гауссовские векторы, связанные 
между собой регрессией y Fx v c= + + ;  l  – оце-
ниваемый вектор параметров регрессии; P  – 
количество наблюдений; P P( , )l x  – совместная 
плотность распределения { , };l xP  I  – инфор-
мационная матрица Фишера; dxx

ii  – диагональ-
ный элемент матрицы Rxx

-1 .
Доказательство. Согласно [17] нижняя гра-

ница Рао-Крамера для оценки вектора l  опре-
деляется неравенством

 

R M I

I M
P P
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j

l l l l l

l x
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l x
l

= - - π

= ∂
∂

∂
∂

-[( ˆ)( ˆ) ] ,

ln ( , ) ln ( , )
,

1

 

где l̂  – используемая оценка, получаемая по 
совокупности наблюдений xP ;  R l  – матрица 
ковариации ошибок оценивания. В рассматри-
ваемом случае вектор l  содержит компоненты 
оцениваемой матрицы регрессии F  и смеще-
ния c .

Ранее получено, что нейронная сеть форми-
рует регрессию y Wx w v= + +0  с оценками
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Отсюда можно переписать уравнение регрес-
сии в виде y m W x m vy x- = - +� �( )  и обозначить 
� �y y my= - ,  � �x x mx= - .  Полученные оценки 
являются оценками наименьших квадратов; они 
же для гауссовских векторов являются оценка-
ми максимума правдоподобия. Учитывая, что 
xP P Px y= { , },  запишем совместную плотность 
распределения следующим образом:

 P P PP P P( , ) ( / ) ( ).l x l x x=  

Найдем P P( / ) ,l x  где l  – составной вектор 
из элементов матрицы F  и вектора c.  Для это-
го используем соотношения:
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так как M v v
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Таким образом, плотность P c P[ / ]x  являет-
ся гауссовской величиной, распределенной по 
закону P c N c c RP

v[ / ] ( , , ).x = �
Для упрощения последующих выкладок 

введем расширенный вектор наблюдений x  и 
расширенную матрицу регрессии F

 

x x x

F
f f c

f f c

m

T

M

N NM N

= º( )

=

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

1

11 1 1

1

1, ,

.
�

� �
 

Тогда можно записать
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Отсюда F  как функция xP  и ее условное 
среднее представляются в виде
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Теперь определим матрицу ковариации от-
дельных строк F :  fi  и fj  [15]
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То есть условная матрица ковариации оши-
бок при оценке элементов строк F  является 
кронеровским (прямым) произведением матриц 
Rv  и A-1
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Таким образом, имеем
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Теперь необходимо найти M A[ ].-1  Это воз-
можно для диагональных элементов A-1 :  
a i Mii , , .= 1  Согласно [16] для любого вектора 
L  справедливо
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где dxx
ii  и aii  – диагональные элементы матриц 

Rxx
-1  и A-1.  Найдем теперь M aii[ ].  Обозначим 

u aii= ,  v u= -1,  тогда
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Найдем плотность P u( )  по правилу преоб-
разования плотностей

 P u
P M u

exx
ii

P M

P M

u( )
( )

.
( )

=
-( )

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃-

- +

-d

G 2 2

1
2

2
2 1

2  

Выполнив замену u t= 1 ,  du u dt= -1 2 ,  
получим
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Воспользуемся известным соотношени-
ем [17, с. 259]
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тогда получим
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В итоге с учетом G G( ) ( )z z z+ =1  окончатель-
но получим

 M u M a
P M

ii xx
ii

[ ] [ ] .= =
-

d
 

С л е д с т в и е .  П р и  P Æ •  м а т р и ц а 
W F R Ryx xx= = -� � � 1  сходится к истинной матрице 
регрессии F  по вероятности.

Известно, что сходимость двух матриц друг 
к другу определяется сходимостью их элемен-
тов [15]. Зафиксируем любые положительные 
e  и m . Тогда записав неравенство Чебышева 
для любого элемента W : wij

 в виде
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P Mij ij
ij vii xx
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и выбрав 

 P M vii xx
jj> + d d m ,  

получим, что для элементов W выполняются 
условия сходимости по вероятности.

Для проведения последующего анализа 
удобно в качестве суммарной среднеквадратич-
ной ошибки (СКО) использовать выражение 
для усредненного следа trRl  в виде
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Для иллюстрации сходимости полученных 
оценок параметров многомерной регрессии (2) 
и весовых коэффициентов нейронной сети к 
истинным значениям параметров многомерной 
регрессии выполнено статистическое имитаци-
онное моделирование при использовании в 
качестве обучающих данных реализаций гаус-
совского случайного поля (ГСП). Использовал-
ся подробно описанный в [2] алгоритм генера-
ции фрагментов случайного поля прямоуголь-
ной формы на основе его развертки в случайный 
вектор x,  факторизации матрицы ковариации 
(факторизации Холецкого) полученного векто-
ра и выполнения процедуры корреляционного 
согласования для нахождения случайного век-
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тора y Fx v c= + + ,  отражающего соседний 
фрагмент случайного поля. При моделировании 
функция пространственной корреляции ГСП 
задавалась в виде R x x y y r( , , , ) exp( ),¢ ¢ = -s a2  
 r x x y y= - ¢ + - ¢( ) ( )2 2  с параметром корреля-
ции a = 0 25.  и дисперсией s 2 1= .  На рис. 1 а,б 
представлены графики усредненных значений 
суммарной среднеквадратичной ошибки (СКО) 
оценки коэффициентов регрессии для 100 экс-
периментов при генерации фрагментов ГСП 
размеров 5х5 и 3х3, соответственно. 

На графиках используются следующие обоз-
начения: AR – суммарная СКО коэффициентов 
регрессии, полученных на основе (2); NN – сум-
марная СКО коэффициентов регрессии, полу-
ченных как весовые коэффициенты при обуче-
нии однослойной нейронной сети; teor1 – сред-
нестатистическое значение следа матрицы 
D R Avl = ƒ -1;  teor2 – нижняя граница Рао-
Крамера для следа матрицы Rl  в виде (4). 
Анализ полученных зависимостей показывает, 
что теоретические соотношения и эксперимен-
тальные результаты демонстрируют практичес-
ки полное совпадение.

ОЦЕНИВАНИЕ AP-МОДЕЛИ 
СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ ПРИ ОБУЧЕНИИ 
НЕЙРОННОЙ СЕТИ ПО КОСВЕННЫМ 

НАБЛЮДЕНИЯМ

Рассмотрим задачу восстановления АР-мо-
дели случайного процесса (поля) по наблюде-
ниям в присутствии аддитивного шума. Пусть 
x x x M

T
1 1 1 1= ( ... ), ,  и x x x M

T
2 2 1 2= ( ... ), ,  – случайные 
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T
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зан с x1  матричным уравнением x Fx Gu2 1= + ,  
где F  – матрица размера M M¥ ;  G  – матрица 
размера M L¥ ;  u  – вектор возмущения размер-
ности L M u m M uu Ru

T
uu[ ] , [ ] .= =( )  Тогда 
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Векторы x1  и x2  являются ненаблюдаемыми 
векторами состояний системы. Наблюдению 
д о с т у п н ы  в е к т о р ы  z z z N
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где H  – матрица размера N M¥ ;  v1,  v2  – шумы 
н а б л ю д е н и й ,  M v M v[ ] [ ] ,1 2 0= =  
M v v M v v RT T

vv[ ] [ ] ,1 1 2 2= =  M v vT[ ] .1 2 0=
Из теоремы о нормальной корреляции из-

вестно, что оптимальная в среднеквадратичном 
оценка x1  по наблюдению z1  имеет вид 
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а оптимальная оценка x2  по наблюдению z1  
равна � �x Fx2 1 1 1/ / .=  Матрицы ошибок этих оценок 
имеют следующий вид:

Рис. 1. Среднеквадратичная ошибка для оценок коэффициентов регрессии
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При этом оптимальная оценка z2,  то есть 
прогноз наблюдений на один шаг вперед, имеет 
вид
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Матрица ковариации ошибки такой оценки 
равна

 P HR H Rz x
T

vv2 1 2 1/ / .== +  

Для упрощения записи далее будем считать 
что m mx x1 2 0= = .  Докажем сначала, что при 
обучении однослойной линейной НС по сово-
купности { , },( ) ( )z zp p

1 2  p P= 1,  получаемые оцен-
ки при P Æ •  сходятся по вероятности к тео-
ретическим оценкам. Рассматривается одно-
слойная сеть с матрицей весов W  размера 
N M¥  (смещение также для упрощения запи-
си в явном виде не вводится). Целевая функция 
при обучении сети имеет вид
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Из результатов предыдущего раздела статьи 
следует, что W R Rzz zz= -� �
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Используя неравенство Чебышева, а также 
выражения для первого и второго моментов 
слагаемых �Rzz21 , �Rzz11 , можно показать, что име-
ют место сходимости по вероятности 

 
�

�
R HFP H

R HP H R
zz

P
xx

T

zz
P

xx
T

vv

11 11

11 11

Æ•

Æ•

æ Ææææ
æ Ææææ +

,

.
 

В итоге для (6) с учетом следствия доказан-
ной ранее теоремы можно определить предель-
ное соотношение, как по сомножителям, так и 
в целом

 W HFP H HP H RP
xx

T
xx

T
vv

Æ• -æ Ææææ +( )( ) ,11 11
1  

то есть преобразование, выполняемое после 
обучения нейронной сетью с весовой матрицей 
W ,  при P Æ •  реализует близкую к оптималь-
ной оценку (прогноз) вектора наблюдений z2

 
по наблюдению z1.

Представляет интерес решение более слож-
ной задачи: получения алгоритма оценки нена-
блюдаемого вектора x2  путем косвенного обу-
чения нейронной сети только на основе выбор-
ки наблюдений { , },( ) ( )z zp p

1 2  p P= 1, .  Рассматри-
вается двухслойная НС (рис. 2), первый слой 
которой обучается, а второй фиксирован и оп-
ределяется матрицей H известного вида. Мат-
рицу весов первого слоя сети обозначим H ,  а 
общую матрицу весов НС ¢ =W HW .

 

Рис. 2.

Обозначим вектор сигналов в скрытом слое
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а вектор сигналов на выходе НС 
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Тогда целевая функция, которая миними-
зируется в ходе обучения НС, имеет вид
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Рассмотрим необходимое условие минимума 
целевой функции, исходя из следующих урав-
нений: 
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В матричном виде получим эквивалентные 
уравнения

 H HWR H RT
zz

T
zz

� �
11 21= .  

Тогда, при условии, что H HT  невырожден-
ная (положительно определенная) матрица, 
получим

 W H H H R RT T
zz zz= - -( ) ,1

21 11
1� �  (7)

где �Rzz21  и �Rzz11  имеют вид (6).
Докажем теперь, что полученное решение 

является достаточным условием минимума це-
левой функции. Достаточное условие после 
обучения НС соответствует положительной 
определенности матрицы вторых частных про-
изводных по всем параметрам 
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Таким образом, достаточное условие выпол-
няется в силу положительной определенности 
�Rzz1  и положительной определенности H HT . 

Аналогично, можно показать, что имеет место 
сходимость по вероятности

 W FP H HP H RP
xx

T
xx

T
vv

Æ• -æ Ææææ +11 11
1( ) ,  (8)

то есть сходимость к весовой матрице оптималь-
ной оценки вектора x2  по наблюдениям z1  [18]. 
Это означает, что в скрытом слое при достаточно 
больших P  формируется оптимальная в сред-
неквадратичном оценка x2  по наблюдениям z1.  
Данный результат свидетельствует о возмож-
ности косвенного однозначного обучения сети 
указанной архитектуры по наблюдаемым пара-
метрам для оценки ненаблюдаемых параметров 
x  при известной матрице H ,  такой что 
H HT > 0.

Для иллюстрации сходимости полученных 
оценок параметров многомерной авторегрессии 
и весовых коэффициентов нейронной сети при 
обучении по наблюдениям к истинным значе-
ниям ниже представлены результаты статисти-
ческого имитационного моделирования для 
гауссовского случайного поля. Алгоритм гене-
рации аналогично предыдущему примеру осно-
ван на развертке фрагмента поля в вектор x1  и 
факторизация матрицы ковариации случайно-
го вектора с последующей процедурой корре-
ляционного согласования для получения слу-

Рис. 3. Среднеквадратичная ошибка для оценок коэффициентов авторегрессии

Восстановление регрессионных моделей случайных процессов и полей с использованием нейронных сетей
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чайного вектора x Fx Gu2 1= +  соседнего фраг-
мента поля, где G  – матрица, определяемая при 
таком согласовании [2]. При моделировании 
функция пространственной корреляции ГCП 
задавалась в аналогичном виде с параметром 
корреляции a = 0 1.  и дисперсией s 2 1= .  Обе 
реализации случайного поля являются нена-
блюдаемыми векторами состояний, наблюде-
нию доступны векторы z1  и z2,  связанные с 
векторами состояния линейным оператором H  
в присутствии шума v.  На рис. 3 а,б представ-
лены графики результатов статистических экс-
периментов для фрагментов случайных полей 
размером 8х8 пикселя с дисперсией шума 
s sv v1 2 0 01= = . ,  отличающихся способом зада-
ния матрицы H .  Соответственно здесь матрица 
H  задавалась двумя способами: каждый эле-
мент матрицы принимал значение 1 или –1 с 
вероятностью 0.5; матрица задавалась таким 
образом, чтобы наблюдаемое случайное поле 
представляло собой усредненное в соседних 
точках исходное случайное поле. На графиках 
используются следующие обозначения: AR – 
суммарная СКО оценки коэффициентов АР, 
полученных непосредственно на основе соотно-
шения (7), относительно предельных значе-
ний (8); NN – суммарная СКО весовых коэф-
фициентов W ,  полученных при обучении ли-
нейной НС, имеющей архитектуру, представ-
ленную на рис. 2, также по отношению к пре-
дельному значению коэффициентов АР (8).

Полученные результаты наглядно демонс-
трируют, что нейронные сети могут успешно 
применяться в задачах восстановления регрес-
сионных и авторегрессионных моделей по пря-
мым и косвенным наблюдениям в присутствии 
шумов для получения линейных оценок слу-
чайных векторов, описывающих многомерные 
случайные процессы или поля.
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