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Аннотация. В работе рассматривается задача о назначениях с двумя критериями. Предлага-
ется алгоритм решения, в основе которого лежит переход к двойственной задаче с последующим 
использованием метода Удзавы. 
Ключевые слова: Дискретная оптимизация, задача о назначениях, многокритериальная зада-
ча, двойственная задача, алгоритм решения.

Abstract. In the work the assignment problem with two criteria is considered. The solution algo-
rithm where translation to a dual problem is assumed as a basis is offered. Udzava method is used 
to tackle the given problem.
Key words: Discrete optimisation, assignment problem, multicriterion problem, dual problem, 
solution algorithm.

Рассматривается задача распределения ва-
кантных рабочих мест между претендентами, в 
которой каждый претендент умеет выполнять 
определённый круг работ, не обязательно сов-
падающий со всеми работами. Предприятие в 
свою очередь имеет возможность обучать пре-
тендентов некоторым работам, если претендент 
не умеет выполнять какую-либо из них.

Пусть имеется m претендентов (каждому из 
них отвечает индекс i, i=1,…,m) на n рабочих 
мест (каждому из них отвечает индекс j, 
j = 1,…,n), причём m > n (наличие конкурен-
ции). Введём следующие обозначения. Обозна-
чим через 
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В результате каждому претенденту ставится 
в соответствии вектор — перечень работ, кото-
рые он умеет делать:

 { }{ }, 1, , 0,1 ,  1, .i
ij ijs s j n s i m= = Œ =  

Кроме того, известна стоимость 1
ijc  затрат, 

связанных с назначением i-ого претендента на 
j-ое место. Рассматривается ситуация, характе-
ризующаяся тем, что имеется возможность до-
полнительного обучения работам (из некоторо-
го списка работ { }1, ...,P nÕ ). Известна стои-

мость 2
ijc  затрат, связанных с обучением i-ого 

претендента j-ой работе. 
Потребуем выполнение следующего усло-

вия: если i-ый претендент назначен на j-ую 
работу, то он не может быть направлен на обу-
чение.

Введём в рассмотрение матрицу согласия

 { , 1, , 1, ,    d {0,1}}ij ijD d i m j n= = = = , 

где
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Требуется распределить претендентов по 
рабочим местам так, чтобы каждый принятый 
на работу претендент занял одно место, и на 
каждое рабочее место назначено не более одно-
го претендента, умеющего делать данную рабо-
ту. Аналогично, каждый направленный на 
обучение претендент должен занять одно место, 
и на каждое место обучения должно быть на-
правлено не более одного претендента, соглас-
ного обучаться данной работе. При этом затраты, 
связанные с назначением и с дополнительным 
обучением, должны быть минимальны. 

Для формализации задачи введём перемен-
ные:
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где 1, ,  1, .i m j n= =
Математическая модель задачи выглядит 

при этом следующим образом [1]:

 1
1

1 1

( ) min
m n

ij ij
i j

L X c x
= =

= ÆÂÂ  (1)

 2
2

1 1

( ) min
m n

ij ij
i j

L Y c y
= =

= ÆÂÂ  (2)

что

 что

1 1

1

1 1

1

1,    1 ,              (3)

1,  1, ,                            (4)

1,   1 ,               (5)

1,  1, ,                          

m m

ij ij ij
i i

n

ij ij
j

m m

ij ij ij
i i

n

ij ij
j

s x j s

s x i m

d y j d

d y i m

= =

=

= =

=

= " ≥

£ =

= " ≥

£ =

Â Â

Â

Â Â

Â   (6)

0,  1, ,  1, ,              (7)lk lj
j P

x y l m k n
Œ

Ï
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
ÔÔ
Ì
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô = " = =
ÔÓ

Â

 

{ } { }
{ }

{ }
где

0,1 ,  0,1 ,  1, ,  1, ,

 0,1 ,  1, ,  1, ,

0,1 ,  1, ,  1, .

ij ij

ij

ij

x y i m j n

s i m j n

d i m j n

= = = =

= = =

= = =

 

Для использования стандартного алгоритма 
решения задачи (венгерского метода) вначале 
произведём корректировку матриц затрат в 
соответствии с исходной информацией:
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где 1, ,  1, .i m j n= =
Кроме того заметим, что ограничение (7) 

можно переписать в эквивалентной форме 
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В результате математическая модель задачи 
примет вид:
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Здесь целевые функции (8) и (9) миними-
зируют затраты на назначение и на дополни-
тельное обучение. Требования (10)—(13) явля-
ются стандартными ограничениями задачи о 
назначениях. Ограничение (14) означает, что 
один и тот же претендент не может быть одно-
временно назначен на работу и направлен на 
дополнительное обучение.

Вместо двухкритериальной задачи рассмот-
рим задачу с целевой функцией следующего 
вида:
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О б о з н а ч и м  ч е р е з  m  в ы р а ж е н и е 
( )1 2max ( ), ( ) .L X L Ym =  Кроме того, через S 

обозначит множество { }, ,x y  удовлетворяющих 
следующим ограничениям: 
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Задача при этом примет вид:
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Функция Лагранжа для данной задачи мо-
жет быть записана в виде:
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В результате исходная задача переписыва-
ется следующим образом
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двойственная к ней имеет вид
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Схема двойственного алгоритма Удзавы для 
решения подобных задач выглядит следующим 
образом:

Шаг 0. Задать начальные значения 0 0,u ≥  
0 0,v ≥  0 0,w ≥  0 0 0, , , 0.x y Nm =
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Проверка на останов. Если тест на останов 
выполнен, ты выписать ответ * 1,NX X +=  

* 1.NY Y +=
Иначе вычислить 1.Nm +

Шаг 2. Вычислить uN+1, v N+1, w
i
 N+1 по форму-

лам 
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где через ˆw—  обозначено соответствующее зна-
чение субградиента двойственной функции 

( ).w ◊

Увеличить N  на единицу. Переход к 
шагу 1.

Для реализации вычислительной схемы 
преобразуем функцию Лагранжа следующим 
образом
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В результате на первом шаге алгоритма ре-
шаются следующие задачи:
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где задачи 1 и 2 являются задачами о назначе-
ниях с изменёнными в процессе работы алго-
ритма матрицами затрат [2].

Заметим, что в силу определения перемен-
ной m  справедливы ограничения

 1 20 max( ( ),  ( )).N NL X L Ym£ £  

Таким образом, задача по m  решается сле-
дующим образом:
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Окончательно алгоритм решения исходной 
задачи (1)—(7) принимает следующий вид.

Модельная схема алгоритма:
1. Ввести начальные данные
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2. Решить две задачи о назначениях (15) и 
(16).

Использование двойственных методов для решения одной многокритериальной задачи о назначениях
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3. Проверить, являются ли полученные мат-
рицы назначений XN и YN допустимыми в исход-
ной задаче. Т.е. проверить выполнение нера-
венств 
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Если неравенства выполняются, то XN и YN 
являются h -  оптимальными решениями, в 
противном случае переход к пункту 4.

4. Решить задачу по m  (17).
5. Пересчитать значения двойственных пе-

ременных по формулам 
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Увеличить N на единицу. Перейти к пунк-
ту 2.

Рассмотренный алгоритм программно реа-
лизован в среде Delphi и протестирован на 
многочисленных примерах с матрицами раз-
мерностью от 3 3¥  до 300 300¥ . Алгоритм по-
казал свою работоспособность.
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