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Аннотация. В статье рассматривается проблема интерпретируемости систем Takagi-Sug-
eno. Интерполяционные свойства обеспечиваются специальной моделью, которая дополняет 
основную линейную модель.
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ВВЕДЕНИЕ

Среди моделей нечеткого логического выво-
да значительный интерес для приложений 
представляет модель Takagi-Sugeno [1], а сис-
темы, разработанные на ее основе — TS-систе-
мы, позволяют построить кусочно-линейную 
аппроксимацию неизвестной функции и поэто-
му представляют собой достаточно мощный 
аппарат для моделирования сложных нелиней-
ных систем. Использование нечетких продук-
ционных правил, объединенных в базу правил, 
позволяет описать неизвестную функцию на 
качественном уровне и, по сути, порождает 
класс моделей «серого» ящика, отличительной 
особенностью которого является интерпрети-
руемость. В данном случае это свойство озна-
чает, что на определенной области входного 
пространства «действует» линейная модель, в 
то время как на границах областей поведение 
функции нелинейное. Для улучшения качества 
аппроксимации необходимы подходы, которые 
адекватно описывают это поведение. Генерация 
и оптимизация базы правил — актуальные про-
блемы нечеткого TS-моделирования, стратегия 
решения которых направлена на описание по-
ведения моделируемой системы небольшим 
числом правил. Следует заметить, что боль-
шинство существующих подходов к решению 
этих проблем основано на структурной и/или 
параметрической оптимизации нечеткой систе-

мы по методу наименьших квадратов. Исследо-
вание взаимодействия параметров — сложная 
проблема, при этом уникальность поведения 
сложной моделируемой системы не позволяет 
сформулировать общих рекомендаций по вы-
бору оптимальных значений параметров. Ос-
новная идея TS-моделирования сводится к 
построению локальных линейных моделей на 
основе, например, процедур кластеризации, 
применяемых к наблюдаемым данным на этапе 
предварительного анализа [2]. В этом случае 
модель сложной нелинейной системы — есть 
совокупность локальных линейных моделей, 
каждая из которых «настраивается» методом 
наименьших квадратов. Заметим, что локаль-
ный метод наименьших квадратов оценивает 
параметры модели по отдельности, следователь-
но, каждое нечеткое правило может порождать 
весь вывод целиком в ограниченной области 
пространства входных данных. Заметим, что 
при таком подходе каждое нечеткое правило 
действует, как независимая модель, относяща-
яся только к подмножеству обучающих данных. 
Однако существует проблема: даже если пост-
роены оптимальные локальные модели, каждая 
из которых действует в своей области входного 
пространства, тем не менее обобщенная нечет-
кая система не всегда оптимальна. Существую-
щие подходы к решению данной проблемы, как 
правило, устраняют излишнюю параметриза-
цию и игнорируют необходимость компромисса 
между точностью и интерпретируемостью — 
трудно совместимые свойства TS-систем. В [3] 
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предложена идея, суть которой заключается в 
комбинации двух моделей, одна из которых 
обладает повышенной степенью интерпретиру-
емости, а вторая — дополняет первую и сглажи-
вает нежелательное влияние TS-вывода. Цель 
настоящей статьи заключается в исследовании 
данного подхода, разработке алгоритма и про-
граммы, которые его реализуют.

1. ОСОБЕННОСТИ TS-МОДЕЛИРОВАНИЯ 
СЛОЖНЫХ СИСТЕМ 

Нечеткая TS-модель с множеством входных 
переменных и одной выходной переменной 
представляет собой совокупность правил вида

 ( )
если есть и есть

и и есть то
1 1 2

2 1

:         

 ...    ,  , ..., ,
r r

r N rN r N

R x A x

A x A y f x x=
 (1)

где 1 2, , ...,r r rNA A A  — лингвистические значения 
входных переменных 1 2, , ..., Nx x x  в r -ом пра-
виле, 1,r R= ; y  — выходная переменная; 

rf  — полином N -й степени, порядок которого 
также определяет и порядок TS-модели. 
Т а к ,  в  T S - м о д е л и  п е р в о г о  п о р я д к а 

( )1 0 1 1, ..., ...r r r
r N N Nf x x a a x a x= + + + .  На рис.  1 

представлена нечеткая TS-модель с одним вхо-
дом и одним выходом, где каждому лингвисти-
ческому значению входной переменной x  со-
ответствует своя линейная функция. Заметим, 
что в этом случае база правил, которая описы-
вает поведение функции, будет иметь следую-
щий вид:
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Известно, что в TS-модели выходное значе-
ние переменной y , полученное с использова-
нием дефазификации по методу центра тяжести, 
вычисляется по формуле
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где ry  — выходное значение, полученное по 
правилу r ; rim  — функция принадлежности 
терма riA . 

При использовании TS-модели возникает 
следующая проблема, сущность которой пока-
зана на рис. 2.

Здесь на соседних областях заданы локаль-
ные линейные модели. Единственный путь 
получить желаемый гладкий вывод при помощи 
(2) заключается в том, что необходимо ввести 
новое дополнительное правило, которое умень-
шит ошибку на границе. При таком подходе все 
правила можно разбить на два класса: первич-
ные, которые задают локальные линейные мо-
дели, и вторичные, предназначенные для повы-
шения качества интерполяции. Заметим, что 
первичная модель отвечает за интерпретируе-
мость TS-модели, в то время как вторичная — за 
ее интерполяционные свойства. 

Рассмотрим, каким образом могут быть оп-
ределены данные модели. Для каждой входной 
переменной в TS-модели может быть задана своя 
лингвистическая шкала, а каждый терм опре-
деляется функцией принадлежности вида (3). 
Здесь ( )S

i ixm  — функция принадлежности тер-
ма S ; , , ,S S S S

i i i ia b c d  ( )1, is S=  — параметры фун-
кции принадлежности такие, что ,S S

i ia dÈ ˘Î ˚  — но-

Рис. 1. Нечеткая TS-модель с одним входом и одним 
выходом

Рис. 2. Интерполяция TS-модели

Об одном подходе к аппроксимации функции с помощью систем Takagi-Sugeno
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ситель и ,S S
i ib cÈ ˘Î ˚  — ядро соответствующего не-

четкого множества. Очевидно, что соседние 
термы должны удовлетворять следующим огра-
ничениям:

 1S S
i ia c -= , 1S S

i id d += . 

Кроме того, для начального терма S S
i ia b= , а 

для конечного — S S
i ic d= . 
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Лингвистические шкалы входных перемен-
ных TS-модели образуют входное разделение 
пространства входных переменных. Выбор 
функций принадлежности в виде (3) неоднозна-
чен. Важно, что термы лингвистической шкалы 
представляются нечеткими интервалами. 

Функции принадлежности вторичной моде-
ли обозначим через ( )( )1,t

i i ix t Tg =  и будем 
считать, что они задаются также формулой (3), 
но во избежание путаницы ее параметры — 

, , ,t t t t
i i i ia b c d , причем их значения получаются 

на основе параметров соответствующих линей-
ных моделей:
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Соотношение между функциями прина-
длежности локальной линейной и интерполя-
ционной моделями имеет следующий вид:
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S t S t S t t i i
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Изначально, TS-модель имеет комбинатор-
ную базу правил. Это означает, что в ней описа-
ны все возможные комбинации входных фун-
кций принадлежности, и общее число правил 

1

N

i
i

P S
=

= ’ . Пусть irc  и irb  — параметры функ-

ции принадлежности i -й входной переменной, 
связанной с r -м начальным правилом. Если 
выполняется условие

 ( )0 ,ir iri c b" - >  

где 1,r R= , а 
1

N

i
i

R T
=

= ’ , то данное правило 

удаляется из базы правил вторичной модели, 
полученной изначально по похожему с первич-
ной принципу, т.к. они уже описаны в первич-
ной модели. После фильтрации во вторичной 
модели остается Q R P= -  правил. 

Стоит отметить, что тип функций вывода qy  
вторичной модели не обязательно должен быть 
1-го порядка, как у первичной. В некоторых 
случаях, более высокий порядок может быть 
более подходящим из-за улучшенной интерпо-
ляционной эффективности. С другой стороны, 
иногда можно ограничиться функциями 0-го 
порядка, т.е. константами.

Результирующее значение выходной пере-
менной получается по формуле

 1 2
1 1 1 1

.
Q Q QP

p p q q q q
p q q q

y y y y yt t t t
= = = =

= + = +Â Â Â Â  

2. ОПТИМИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ

Пусть изначально сформированы все воз-
можные P  интерпретируемых правил, и задан 
набор обучающих данных, состоящий из K  
тестовых точек ( ){ } 1,

,k k k K
x y

=
. Метод оптимиза-

ции, описанный в этом разделе, основывается 
на том факте, что если изоляция правил улуч-
шает интерпретируемость системы, то его ап-
проксимирующая способность зависит в пер-
вую очередь от уровня интерполируемости. 
Поэтому, изначально мы имеем интерпре-
тируемую модель с высоким уровнем изоля-
ции правил и постепенно, увеличивая зо-
ну интерполяции, стремимся к достижению 
удовлетворительного результата аппроксима-
ции. Опишем более подробно алгоритм опти-
мизации.

Этап 1 (входное разделение). Для инициа-
лизации параметров функции принадлежнос-
ти разобьем тестовые данные на 1,h H=  клас-
теров (например, по методу Gustafson—
Kessel [4]) с центрами ( )1 , ..., ;h Nh hx x y . При 
заранее заданном уровне интерполяции/изо-
ляции [ ]0,1h Œ  входное разделение первичной 
модели осуществляется по следующим форму-
лам при 1, , 1, 1i N h H= = - : 
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Заметим, что при 1,i N" =  имеем iS H= .
Входное разделение вторичной модели пос-

троено на основе первичной в соответствии с 
(4) и (5).

Этап 2 (идентификация параметров). Пара-
метрическая оптимизация TS-системы при 
условии, что задана структура базы правил и 
определены входные терм-множества осущест-
вляется по методу наименьших квадратов [1]. 
Пусть матрица eX  содержит значения тестовых 
входных переменных; [ ]1 , ...,e P eW X W X=Г , где 

rW  — матрица весов.
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 — степень активации 

правила r , тогда в соответствии с методом на-
именьших квадратов y q e= +Г , где e  — ошиб-
ка аппроксимации, причем

 1[ ] .q -= Т ТГ Г Г у  (6)

Для получения параметров локальных ли-
нейных моделей будем использовать следую-
щую двухэтапную процедуру: сначала пара-
метры выходной переменной обеих моделей 
определяются по формуле (6), при [ ]1 2,=Г Г Г , 

где [ ]1 1 , ...,e P eW X W X=Г , 2 1 , ...,e Q eW X W XÈ ˘= Î ˚Г , 

[ ]1 2,q q q= .
Не обращая внимания на реальную конфи-

гурацию вторичной модели, предположим, что 
она является TS-системой первого порядка так 
же, как и первичная. На втором шаге, парамет-
ры выходной переменной вторичной модели 
изменятся по правилу:

 1
2 2 2 2 1 1[ ] ( ).yq q-= -Т ТГ Г Г Г  (7)

Этап 3 (оптимизация входного разделения). 
После инициализации модели и идентификации 
параметров выходной переменной осуществля-
ется итерационная оптимизация параметров 
функций принадлежности входных переменных. 
На каждом шаге, выбирается k -я обучающая 

точка (из общего числа K  тестовых точек), для ко-
торой ошибка аппроксимации ( )ke  максималь-
на. Каждая i -я компонента этой точки проецирует-
ся на соответствующие оси и активированные функ-
ции принадлежности ( ( ( )) 0, ( ( )) 0S t

i i i ix k x km g> > ) 
обеих моделей обновляются. 

Рассмотрим следующие ситуации:
а) ( )ix k  окажется в изолированной зоне 

первичной модели, т.е. только S
im  будет иметь 

ненулевую степень активности;
б) ( )ix k  окажется в левой части зоны интер-

поляции, т.е. S
im  и 1S

im +  будут обе иметь ненулевую 
степень активности, и 1( ( )) ( ( ))S S

i i i ix k x km m +> ;
в) ( )ix k  окажется в правой части зоны ин-

терполяции, т.е. 1S
im -  и S

im  имеют ненулевую 
степень активности, и 1( ( )) ( ( ))S S

i i i ix k x km m -> .
Каждая из этих ситуаций предполагает свое 

правило для обновления функции принадлеж-
ности. 

В случае а), ядро ( )S S
i ib-с  функции прина-

длежности S
im  уменьшается с обеих сторон на 

заранее заданное значение x� . Однако при этом 
необходимо изменить некоторые параметры 
соседних функций принадлежности.

В случае б), ядро функции принадлежности 
S
im  будет уменьшено с правой стороны и пара-

метр 1S
ia +  будет обновлен.

В случае в), ядро функции S
im  уменьшается 

с левой стороны, а 1S
id -  будет обновлен.

Заметим, что изменение функций прина-
длежности входных переменных первичной 
модели влечет изменение функций принадлеж-
ности вторичной модели по формулам (4) и (5). 
Для завершения этапа обучения применяются 
формулы (6) и (7). Оптимизация закончена, 
когда критерий останова (который может быть 
задан в виде числа периодов, значения ошибки 
или уровня изменения ошибки) достигает ука-
занного уровня.

Рис. 3. Модификация функций принадлежности, в 
случае, когда ( )ix k  оказывается в зоне изоляции.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Нами рассматривались различные нелиней-
ные функции, к которым применялся изложен-
ный выше подход. Остановимся на следующих 
двух примерах. 

В первом случае функция имеет вид 
siny x x= ◊ , но заранее он не известен. Однако, 

задан набор точек ( ){ } 1,
,i i i K

x y
=

 (рис. 5). На эта-
пе предварительного анализа с помощью про-

цедуры кластеризации (Gustafson-Kessel) 
формировались кластеры, причем в соответс-
твии с процедурой их количество известно за-
ранее. На рис. 5—6 представлены результаты 
формирования базы знаний путем проецирова-
ния на ось абсцисс полученных кластеров в 
соответствии с [5]. Затем использовался подход, 
изложенный в настоящей статье. Первичная и 
вторичная модели для пяти кластеров представ-
лены на рис. 7—8, при этом начальная ошибка 

Рис. 4. Модификация функций принадлежности в случае б).

Рис. 5. Кластеры, сформированные на основе процедуры Gustafson—Kessel

Рис. 6. Функции принадлежности, полученные проецированием кластеров 
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Рис. 8. База правил после коррекции

Рис. 7. Начальное входное разбиение для пяти кластеров
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аппроксимации составила 0.357699, а после 
коррекции — 0.25721. Заметим, что такое раз-
биение на кластеры является естественным, а 
функции принадлежности входных перемен-
ных полностью определяются сформированны-
ми кластерами. 

Следующий пример — функция 

 0.6 sin( ) 0.3 sin(3 ) 0.1sin(5 ),y x x xp p p= + +  

представленная 201 точкой, которые равноудале-
ны друг от друга на отрезке [ ]1,1-  входного 
пространства. Данная функция моделируется с 
помощью 3, 5 и 9 правил, каждое из которых 
представляет собой TS-модель k -го порядка 
при 0,1, 2, 3k = . Результаты моделирования 

представлены в табл., при этом результирующая 
степень интерполяции/изоляции определялась 
по формуле

 
1

max min
1

1
1 ,

S
S S

final i i
si i

b c
x x

h
=

= - -
- Â  

где L  означает число обучающих шагов, необ-
ходимое для получения минимального значения 
среднеквадратичной ошибки. Во всех экспери-
ментах 0.02x =� . В данном случае оптимальной 
оказалась функция 2-го порядка. Стоит принять 
во внимание, однако, что вычисление парамет-
ров функции более высокого уровня требует 
больших вычислительных мощностей и увели-

Таблица.
Результаты эксперимента

( )P Q Порядок qy
Среднеквадратичная 

ошибка finalh L

3(5) 0/1 0,0071/0,0071 0,9679/0,9679 66/62

3(5) 2/3 0,0071/0,0085 0,9679/0,9579 61/60

5(9) 0/1 0,0143/0,0087 0,6000/0,6900 16/21

5(9) 2/3 0,0064/0,0063 0,6900/0,6900 21/21

9(17) 0/1 0,1180/0,0059 0,5100/0,5900 7/15

9(17) 2/3 0,0045/0,0044 0,5900/0,5900 13/13

чит сложность модели. Увеличение P  дает нам 
большую интерпретируемость и более быструю 
сходимость, но тогда увеличение этого парамет-
ра должно быть обдуманным, чтобы не услож-
нять систему.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В дальнейшем предполагается а) исследо-
вание зависимости TS-модели от типов нечетких 
интервалов для представления функций при-
надлежности входных переменных; б) оптими-
зация TS-модели на основе взвешенного агре-
гирования правил; в) привлечение процедур 
кластерного анализа, которые учитывают гео-
метрическую форму кластеров и не требуют 
априорного задания их количества.
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