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Статья содержит описание подхода к решению задач многокритериальной оптимизации при 
нечетких критериях.

ВВЕДЕНИЕ

Многокритериальность является особеннос-
тью реальных систем, при этом, критерии, ко-
торые необходимо оптимизировать, зачастую 
противоречат друг другу. Например, оптималь-
ный проект для атомной станции должен быть 
и максимально безопасен, и максимально де-
шев. Если просто сформулировать эти два мак-
симизируемых критерия в четких терминах, они 
будут противоречивы, потому что проект, кото-
рый является 100 %-но безопасным, будет де-
лать станцию в сотни раз более дорогой, а самый 
дешевый проект, очевидно, не безопасен.

Универсальным способом борьбы с много-
критериальностью является переход к обобщен-
ному критерию, который и оптимизируется. В 
основе такого перехода лежит использование 
различных функций агрегирования, причем 
результат не всегда поддается интерпретации, 
поэтому возникает вопрос об адекватности по-
лученного оптимального решения. Часто цели 
разрабатываемой системы, а значит и критерии 
трудно сформулировать в четких терминах, т.е. 
имеет место неопределенность. Ее природа мо-
жет быть различной, поэтому при моделирова-
нии необходимо учитывать тип информации 
(вероятностная, интервальная, нечеткая инфор-
мация), которая доступна при принятии реше-
ний. Этот факт оказывает существенное влияние 
на тип модели и способы обработки информа-
ции. В настоящее время нечеткая логика пред-
лагает естественный подход к решению задачи 
многокритериальной оптимизации, когда мы не 
можем оптимизировать все противоречивые 
критерии на 100 %, а только каждый из них до 
некоторой степени. Для решения задач много-
критериальной оптимизации на основе нечет-
кой логики был предложен ряд методов [см.: 5, 
6], которые отражают особенности человеческих 
рассуждений. В этой статье будет показано, что 

некоторые подходы к многоцелевой оптимиза-
ции могут быть основаны только на нечеткой 
логике и не требуют никаких дополнительных 
специальных инструментов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задача многокритериальной оптимизации 
может быть сформулирована следующим обра-
зом: пусть заданы n  критериев f f fn1 2, , ..., , та-
ких, что " Æ( )i f X Ri : . Необходимо опреде-
лить такой элемент x C* Œ , где C XÕ , который 
оптимизирует заданные критерии. В дальней-
шем под оптимизацией будем понимать именно 
максимизацию критериев. Подмножество C  
определяется ограничениями конкретной зада-
чи на множество решений, при этом x CŒ  — до-
пустимое решение, C  — множество допустимых 
решений.

Под задачей многокритериальной оптими-
зации с нечеткими критериями будем подразу-
мевать набор f f Cn1, ..., ;( ) , где f f fn1 2, , ...,  явля-
ются нечеткими функциями на множестве X , 
а C  — обычное (четкое) подмножество X . 
Формально задача может быть представлена в 
виде:
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Заметим, что даже для единственной целе-
вой функции существуют трудности в нахож-
дении оптимального решения x * . Поступим 
следующим образом: сначала сформулируем 
многоцелевую задачу оптимизации для случая 
четких ограничений и четких критериев, а за-
тем, используя нечеткие обобщения элементов 
задачи, расширим ее формулировку для случая 
нечетких критериев. В основу подхода положим 
следующие модели представления знаний: в 
терминах логики предикатов первого порядка 
(или одной из ее модификаций) и с помощью © Семенов Б. А., Леденева Т. М., 2007
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продукционной модели — в форме если-то-
правил.

2. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ 
ОПТИМИЗАЦИЯ В ТЕРМИНАХ ЛОГИКИ 

ПРЕЛИКАТОВ

Пусть f f fn1 2, , ...,  — четкие критерии. Пред-
ставим формально предикат S x( )  = «функции 
f f fn1 2, , ...,  достигают  максимальных значений 
в точке x CŒ ». Смысл данного предложения 
следующий:

• x CŒ  и
• если y  принадлежит C , то f y f xi j( ) £ ( )  

для всех i n= 1,
� ���

.
Иначе формально:

S x x C y y C i f y f xi i( ) ( ( ( ( ) ( ))))´ Œ Ÿ " Œ Æ " £  (1)

Заметим, что при различных значениях x  
данный предикат превращается в истинное или 
ложное высказывание, т.е. S x( ) Œ{ }0 1,  для 
x CŒ . Для обобщения на нечеткий случай для 
всех элементарных предикатов введем функцию 
истинности t Œ[ ]0 1, , которая в отличие от ис-
тинностных значений 1 и 0 определяет степень 
истинность соответствующего высказывания 
при конкретных значениях предикатных пере-
менных. В нашем случае элементарными пре-
дикатами являются «x CŒ » и « f y f xi j( ) £ ( ) ». 
Поскольку в нашей задаче множество допусти-
мых решений C  - обычное, т.е. четкое, то 

 [ ] 1,
0, .

x C
t x C

ŒÏ
Œ = Ì

Ó

если
иначе

Так как нами рассматривается оптимизаци-
онная задача с нечеткими критериями, то 
t f y f xi i( ) £ ( )ÈÎ ˘̊ Œ[ ]0 1,  и степень истинности для 
конкретных значений x  и y  определяется путем 
сравнения соответствующих нечетких мно-
жеств. Некоторые подходы к решению этой 
проблемы представлены в исследованиях [см.: 
1].

В формулу (1) также входит квантор все-
общности и логические операции Ÿ  и Æ , по-
этому возникает вопрос об их формальном 
представлении в нечеткой логике. Обозначим 
нечеткие логические связки через Fq , где 
q Œ ÿ Ÿ ⁄ Æ ´ " ${ }, , , , , , . В настоящее время су-
ществуют различные подходы к представлению 
нечетких логических связок ÿ Ÿ ⁄, , , которые 
либо обобщают специальным образом соответс-
твующие булевы операции, либо являются 
оригинальными и не имеют аналогов в обычной 
булевой логике. Для нечеткого представления 

кванторов "  и $  используется тот факт, что 
квантор "  обобщает конъюнкцию, а $  — ди-
зъюнкцию для бесконечного числа предикат-
ных переменных. Таким образом, выражение 
(1) примет вид:

mS

y i i i

x

F t x C F F t y C F t f y f x

( ) =

= Œ[ ] Œ[ ] ( ) £ ( )ÈÎ ˘̊( )( )( )( )Ÿ " Æ ", ,
 (2)

и позволяет для каждого значения x  вычислить 
степень принадлежности mS x( ) .

2. О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЗАДАЧИ 
МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ 

ОПТИМИЗАЦИИ НА ЯЗЫКЕ НЕЧЕТКОЙ 
ЛОГИКИ

Основной вопрос теории нечетких множеств 
и нечеткой логики связан с определением ос-
новных нечетких операций. Для семантических 
связок и и или, как и для их теоретико-множес-
твенного эквивалента — операций объединения 
и пересечения — Л. Заде предложил использо-
вать операторы взятия максимума и минимума 
[см.: 11]. Необходимо заметить, что и в совре-
менных разработках они играют значительную 
роль по той причине, что их физический смысл 
вполне очевиден.

Целенаправленный подход к формированию 
различных математических операторов, исполь-
зующихся для представления семантических 
связок, стал возможным благодаря введению 
треугольных норм — Т-норм и S-конорм [см.: 
6, 9].

Треугольной нормой (Т-нормой) называет-
ся операция T : , , ,0 1 0 1 0 1[ ] ¥ [ ] Æ [ ] , удовлетво-
ряющая следующим условиям:

a) T x y T y x( , ) ( , )=  — коммутативность;
b) T T x y z T x T y z( ( , ), ) ( , ( , ))=  — ассоциатив-

ность;
c) T T x T x x( , ) , ( , ) ( , )0 0 0 1 1= = =  — ограни-

ченность;
d) x t y z T x y T t z£( ) Ÿ £( ) fi £( , ) ( , )— моно-

тонность.
Треугольные нормы используются для мо-

делирования конъюнкции или  пересечения 
нечетких множеств. Двойственным понятием к 
Т-норме является треугольная S-конорма, ко-
торая моделирует дизъюнкцию или объедине-
ние нечетких множеств. S-конорма также яв-
ляется коммутативной, ассоциативной, моно-
тонной, но ограниченность задается в виде

 S S x S x x( , ) , ( , ) ( , )1 1 1 0 0= = = .

Решение задачи многокритериальной оптимизации при нечетких критериях
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Пара <T,S> — называется парой двойствен-
ных операций, если n T x y S n x n y( ( , )) ( ( ), ( ))= , где 
n x( )  — операция отрицания на 0 1,[ ] , опреде-
ленная ниже. Треугольные нормы и конормы 
допускают обобщение на n мерный случай.

Т-норма называется архимедовой, если 
" Œ[ ] ( ) <( )x T x x x0 1, , , и строгой, если являет-
ся строго возрастающей функцией по каждой 
из переменных.

Справедливо следующее утверждение [см.: 
4]: если T x xn1, ...,( )  — строгая или архимедова 
норма, то для любого x a a= Œ[ ]( )0 1,
 lim ,...,

n
T a a

Æ•
( ) = 0 .

Из данного утверждения следует, что разум-
но выбрать в качестве Ÿ  не строгую или архи-
медову норму, а Ÿ = min  и, соответственно, 
"= inf .

Операция отрицания n x( )  в нечеткой логи-
ке также может быть определена неоднозначно, 
но в соответствии с общим определением а) 
n x( )  — строго убывающая функция, б) 
n n0 1 1 0( ) = ( ) =, , в) n n x x( )( ) = . Общей для 
всех пар двойственных операций (относительно 
закона де Моргана) является стандартное отри-
цание n x x( ) = -1 .

Определение нечеткой импликации являет-
ся одной из важнейших проблем нечеткого 
моделирования. Часто нечеткую импликацию 
определяют из ряда предположений и гипотез, 
которые должны выполняться в рамках данной 
модели. Наряду с интуитивным подходом опре-
деления импликации, который часто использу-
ется в приложениях,  существует и аксиомати-
ческий подход. В исследованиях [см.: 6, 9, 10] 
рассматриваются различные классы функций 
импликации. В нашем случае ограничимся 
обобщением булевой импликации на нечеткий 
случай. В булевой логике x y x yÆ = ⁄ . Если 
обозначить через n x( )  операцию отрицания на 
0 1,[ ] ,  S x y( , )  — дизъюнкцию в виде S-конормы, 

то нечеткую импликацию I x y( , )  можно запи-
сать в виде

 I x y S n x y( , ) ,= ( )( ) .

Например, используя классическую дизъ-
юнкцию T x y x y( , ) max ,= ( )  и операцию отри-
цания n x x( ) = -1 , получим импликацию 
 Diene 

 I x y x yDiene , max ,( ) = -( )1 .

Таким образом, учитывая определения не-
четких логических операций и рассуждения по 

поводу выбора подходящего функционального 
представления, получим, что задача нечеткой 
многокритериальной оптимизации, может быть 
записана в следующем виде

mS

y i i i

x

t x C I t y C t f y f x

( ) =

= Œ[ ] Œ[ ] ( ) £ ( )ÈÎ ˘̊( )( )( )min , inf , inf
 (3)

или, принимая во внимание определение 
I x y I x yDiene, ,( ) = ( )

mS

y i i i

x

t x C t y C t f y f x

( ) =

= Œ[ ] - Œ[ ] ( ) £ ( )ÈÎ ˘̊( )( )(min , inf max , inf1 )) . (4)

Пусть f f Cn1, ..., ;( )  — задача многокритери-
альной оптимизации при нечетких критериях. 
Нечеткое множество FL  будем называть реше-
нием задачи, основанным на нечеткой логике, 
если ее функция принадлежности mFL x( )  опре-
деляется правилом (3), т.е. m mFL Sx x( ) = ( ) .

3. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ 
ОПТИМИЗАЦИЯ В ТЕРМИНАХ 

ЕСЛИ-ТО-ПРАВИЛ

Опишем задачу многокритериальной опти-
мизации с четкими критериями в терминах 
если-то-правил. Пусть C x x C( ) ¤ Œ , S x( ) ¤  
«x  - оптимальное решение многокритериаль-
ной задачи при нечетких ограничениях». Заме-
тим, что легко описать правила, по которым 
будут исключаться все варианты, кроме опти-
мального решения:

• если x  не удовлетворяет ограничениям C , 
то x  — нежелательное решение;

• если для некоторого x  и для некоторого i  
существует элемент y , который удовлетворяет 
ограничениям C  и для которого f y f xi i( ) > ( ) , 
то x  — нежелательное решение.

Формально эти правила можно представить 
в следующем виде:

 ÿ ( ) Æ ÿ ( )C x S x ,

 C y f y f x S xi i( ) Ÿ ( ) > ( )( ) Æ ÿ ( ) .

Чтобы перейти к нечетким продукционным 
правилам можно использовать нечеткую техни-
ку моделирования Mamdani [4, 7, 8], согласно 
которой если имеется набор правил, то для того, 
чтобы некоторое заключение было верным, 
необходимо и достаточно, чтобы для одного из 
правил, которое сводится к этому заключению, 
все условия были выполнены. В нашем случае

Б. А. Семенов, Т. М. Леденева
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¬S x ¬C x C y f y > f x

C y f y > f x

1 1 1 1

1 n 1 n

( ) ´ ( ) ⁄ ( ) Ÿ ( ) ( )( )( ) ⁄ ⁄

( ) Ÿ ( ) ( )(
...

))( ) ⁄

( ) Ÿ ( ) ( )( )( ) ⁄ ⁄

( ) Ÿ ( ) ( )( )( ) ⁄

C y f y > f x

C y f y > f x

1 1

n n

2 2

2 2

...

...

Здесь дизъюнкция ⁄  применена к отде-
льным высказываниям, которые соответствуют 
всем возможным значениям y . Затем, как и 
предыдущем случае, к степеням истинности 
отдельных высказываний. Как результат, полу-
чим следующую формулу:

�¬S

1 1 1 1

1

x

F t x C ,F t y C ,t f y > f x , ,

F t y

( ) =

= Œ[ ] Œ[ ] ( ) ( )ÈÎ ˘̊( )È
Î⁄ Ÿ

Ÿ

...

ŒŒ[ ] ( ) ( )ÈÎ ˘̊( )
Œ[ ] ( ) ( )ÈÎ ˘̊( )Ÿ

C ,t f y > f x

F t y C ,t f y > f x ,

n 1 n

1 1

,

2 2 ....

.

,

F t y C ,t f y > f xn nŸ Œ[ ] ( ) ( )ÈÎ ˘̊( ) ˘
˚2 2 , ...

Здесь, ⁄ -оператор объединяет бесконечно 
много высказываний, следовательно (подобно 
тому, как показано выше), можно заключить, 
что единственный способ избежать бессмыслен-
ной ситуации, в которой ј ¬S(x) = 1  для всех x
, использовать F⁄ = max . Таким образом, полу-
чаем следующее определение.

Пусть f f Cn1, ..., ;( )  — задача многокритери-
альной оптимизации при нечетких критериях. 
Нечеткое множество RB  будем называть реше-
нием задачи, основанным на если-то-правилах, 
если ее функция принадлежности mRB x( )  оп-
ределяется правилом

m mRB S

y i
i i

x F x

t x C F t y C t f y f x

( ) = ÿ ( )( ) =

= œ[ ] Œ[ ] ( ) > ( )ÈŸmax , sup sup , ÎÎ ˘̊( )Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

(5)

Справедливо следующее утверждение: для 
задачи многокритериальной оптимизации при 
нечетких критериях f f Cn1, ..., ;( )  решения 
mRB x( )  и mFL x( )  совпадают.

Доказательство. Предикат y CŒ  является 
четким, следовательно, его истинность 
t y CŒ[ ]Œ{ }0 1, . По определению конъюнкции 
T x T x0 0 0, ,( ) = ( ) = ,T x T x1 1 1, ,( ) = ( ) = , поэто-
му

а) если y CŒ , то t y CŒ[ ]= 1  и
F t f y f x t f y f xi i i iŸ ( ) > ( )ÈÎ ˘̊( ) = ( ) > ( )ÈÎ ˘̊1, ;
б )  е с л и  y Cœ ,  т о г д а  t y CŒ[ ]= 0 ,  и 

F t f y f xi iŸ ( ) > ( )ÈÎ ˘̊( ) =0 0, .

При вычислении супремума множества не-
отрицательных чисел, можно пренебречь 0, и 
рассматривать только y CŒ . Таким образом, 
получаем 

 

m mRB S

y i
i i

x F x

t x C t f y f x

( ) = ÿ ( )( ) =

= œ[ ] ( ) > ( )ÈÎ ˘̊Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

max , sup sup
.

Учитывая свойства отрицания ¬, имеем 
m mS Sx F F x( ) = ÿ ÿ ( )( ) . Следовательно,

 

m mS RB

y i
i i

x F x

F t x C t f y f x

( ) = ( )( ) =

= œ[ ] ( ) > ( )ÈÎ ˘̊Ï
Ì
Ó

¸

ÿ

ÿ max , sup sup ˝̋
˛

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

.

В соответствии с законом де Моргана 

 F a b F a F bÿ ÿ ÿ{ }( ) = ( ) ( ){ }max , min , ,

откуда 

mS

y i
i i

x

t x C F t f y f x

( ) =

= Œ[ ] ( ) > ( )ÈÎ ˘̊Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

=ÿmin , sup sup

minn , inf inf .t x C t f y f x
y i i iŒ[ ] ( ) £ ( )ÈÎ ˘̊{ }

Полученное выражение совпадает с опреде-
лением mFL x( )  по (4) при y CŒ .

Заметим, что нечеткое решение mS x( )  зада-
чи многокритериальной оптимизации при не-
четких критериях предоставляет пользователю 
список из допустимых решений со степенями 
принадлежности к оптимальному решению. Тем 
самым вновь возникает ситуация неопределен-
ности. Но в этом случае неопределенность яв-
ляется структурированной, поскольку каждому 
x  ставится в соответствие степень «удовлетво-
рения всех критериев». Разумный подход к 
выбору «четкого» решения - выбрать x *  с на-
ибольшей степенью mS x( ) . Другие подходы к 
выбору заключаются в использовании подхо-
дящего метода дефазификации [12].

Пусть f f Cn1, ..., ;( )  — задача многокритери-
альной оптимизации при нечетких критериях, 
пусть mS x( )  — ее нечеткое решение, тогда эле-
мент x *  из X  есть «четкое» решение этой зада-
чи, если 

 ј јS x X Sx = x* max( ) ( )
Œ

.

Алгоритм решения задачи может быть сфор-
мулирован следующим образом:

S1. Формализация задачи в виде f f Cn1, ..., ;( ) .
S2. Начало оптимизации по x :

Решение задачи многокритериальной оптимизации при нечетких критериях
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S3. Для конкретного x  выполнить:
S3.1. Сформировать нечеткое подмножество 

для всех y  с функцией принадлежности 
t f y f xi i( ) £ ( )ÈÎ ˘̊ ;

S3.2. Определить ¢ = ( ) £ ( )ÈÎ ˘̊y t f y f x
y i iinf .

S4. Определить 
¢ = ¢ Œ[ ] ¢( ) £ ¢( )ÈÎ ˘̊{ }x t x C t f y f xi imin , .

S5. Анализ нечеткого решения значения 
mS x ¢( ) .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрена задача многокритери-
альной оптимизации при нечетких критериях, 
и предложены подходы к ее решению, основан-
ные на нечеткой логике. Показано, что соответс-
твующие нечеткие решения совпадают. Основ-
ная проблема заключается в формализации 
основных нечетких логических связок.
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