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В предыдущих работах автором были предложены алгебраические системы (LP-структуры), 
формализующие продукционно-логический вывод на основе теории решеток и бинарных от-
ношений. Дальнейшие исследования показали применимость данной технологии в различных 
областях теории программирования. Цель настоящей статьи – более подробно указать возмож-
ности применения LP-структур. Перечисляются задачи в различных областях информатики, 
описание которых может быть сведено к продукционным системам, моделируемым LP-струк-
турами. К таковым относятся: верификация и оптимизация баз знаний экспертных продукци-
онных систем, представление математических знаний, исследование свойств императивных 
алгоритмов, автоматизация рефакторинга, упрощение множеств правил условных систем пе-
реписывания термов. Соответственно решение этих задач может осуществляться на основе 
LP-структур или их модификаций.
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ВВЕДЕНИЕ

Алгебраические системы являются эффек-
тивным средством формального построения и 
исследования компьютерных программ, отно-
сящихся к различным парадигмам и техноло-
гиям [1—3]. Это касается и логического про-
граммирования, особенно в части представле-
ния теорий и знаний. Одним из эффективных 
подходов к формальному определению и иссле-
дованию логических систем является «алгебра-
изация логики» – алгебраическое описание 
модели представления знаний и правил вывода. 
Этот подход позволяет абстрактными математи-
ческими методами решать важные задачи, 
включая верификацию и оптимизацию баз 
знаний. Классической является теория Линден-
баума—Тарского [4], рассматривающая логику 
высказываний как универсальную алгебру, 
операции которой соответствуют логическим 
связкам пропозиционального языка. В качест-
ве примеров алгебраизации исчисления преди-
катов можно привести полиадические алгебры 
Халмоша [5] и цилиндрические алгебры [6] (см. 
также обзор [7]). Однако в силу своей универ-
сальности общая алгебраическая логика не ре-
шает некоторых интересных частных проблем, 
связанных с широко распространенными на 
практике системами продукционного типа [8]. 

Для исследования таких систем в работах 
[9—10] автором были предложены алгебраи-

ческие структуры, позволяющие рассматри-
вать задачи формализации продукционно-ло-
гического вывода с точки зрения теории реше-
ток и бинарных отношений. Идея состоит в 
определении двух отношений на общем мно-
жестве. Первое определяет решетку (задает на 
ней частичный порядок) и для текущей модели 
является постоянным. Второе порождается 
конкретной предметной областью и может 
подвергаться преобразованиям с целью опти-
мизации. Рассмотренные отношения названы 
логическими, поскольку обладают транзитив-
ностью и монотонностью — свойствами, харак-
терными для обычных схем продукционно-
логического вывода. Решетку с заданным на 
ней логическим отношением можно назвать 
LP-структурой (Lattice- или Logical-Produc-
tion Structure). При изучении этих структур 
были получены результаты, позволяющие ав-
томатизировать решение ряда проблем для 
логических систем продукционного типа: эк-
вивалентные преобразования, оптимизация, 
верификация, эффективный обратный логи-
ческий вывод.

Дальнейшие исследования показали приме-
нимость данной технологии для целого ряда 
различных задач в теории программирования. 
Это объясняется тем фактором, что многие мо-
дели в информатике по сути имеют продукци-
онный характер, а структуры представления 
информации подобно решеткам являются ие-
рархическими.
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Цель настоящей статьи — несколько более 
подробно, чем это было сделано автором в пре-
дыдущих исследованиях при разработке самих 
LP-структур, указать возможности их практи-
ческого применения. В разделе 1 вводится не-
обходимая терминология, связанная с бинар-
ными отношениями, решетками и продукцион-
ными системами. В последующих разделах 
перечисляется ряд задач в различных областях 
информатики, описание которых может быть 
сведено к продукционным системам, моделиру-
емым LP-структурами. Соответственно иссле-
дование этих задач может осуществляться на 
основе LP-структур или их модификаций. 

1. ОСНОВНАЯ ТЕРМИНОЛОГИЯ

Бинарное отношение R  на произвольном 
множестве F  называется рефлексивным, если 
для любого a FŒ  справедливо ( , )a a RŒ ; тран-
зитивным, если для любых a b c F, , Œ  из 
( , ),( , )a b b c RŒ  следует ( , )a c RŒ . Известно, что 
существует замыкание R*  произвольного отно-
шения R  относительно свойств рефлексивнос-
ти и транзитивности (рефлексивно-транзитив-
ное замыкание). 

Обратная задача — нахождение транзитив-
ной редукции: по данному R  ищется минималь-
ное отношение R '  такое, что его транзитивное 
замыкание совпадает с транзитивным замыка-
нием R . Напомним, что для частично упорядо-
ченных множеств различаются понятия мини-
мального элемента (для него нет меньшего 
элемента) и наименьшего элемента (он меньше 
всех). В [11] приведен алгоритм построения 
транзитивной редукции ориентированных гра-
фов; показано, что эта задача вычислительно 
эквивалентна построению транзитивного замы-
кания, и доказана единственность транзитивной 
редукции ациклического графа.

Решеткой называется множество с частич-
ным порядком £  («не больше», «содержится»), 
на котором для любой пары элементов опреде-
лены операции ∧  («пересечение») и ∨  («объ-
единение»). Элемент c a b= ∧  — это точная 
нижняя грань элементов a b, , т.е. наибольший 
элемент решетки, удовлетворяющий неравенс-
твам c a£  и c b£ . Соответственно d a b= ∨  —
точная верхняя грань a b, , т.е. наименьший 
элемент решетки, для которого выполнено a d£  
и b d£ .

Решетка F  называется ограниченной, если 
она содержит общие нижнюю и верхнюю грани 

— такие два элемента O I, , что O a I£ £  для 
любого a Œ F ; полной, если каждое ее подмно-
жество имеет в F  точные нижнюю и верхнюю 
грани. В полной решетке для любого подмно-
жества элементов (конечного или бесконечного) 
можно определить (многоместные) пересечение 
и объединение. Для таких операций использу-
ются обозначения Ÿ  и ⁄  (с соответствующими 
индексами, если они нужны).

Решетка F  называется дистрибутивной, 
если в ней при любых a b c, ,  выполняются сле-
дующие равенства:

• a b c a b a c∧ ( ∨ ∧ ∨ ∧) ( ) ( )= ;
• a b c a b a c∨ ( ∧ ∨ ∧ ∨) ( ) ( )= .
Под дополнением элемента a  в ограничен-

ной решетке F  подразумевают элемент ¢ Œa F  
такой, что a a O∧ ' =  и a a I∨ ' = . Решетка, в 
которой любой элемент имеет дополнение, на-
зывается решеткой с дополнениями. Дистрибу-
тивная решетка с дополнениями называется 
булевой. В булевой решетке каждый элемент 
имеет единственное дополнение

В соответствии с целями данной статьи мы 
не будем вводить строгое определение LP-струк-
туры, ограничившись ее кратким общим опи-
санием. Под LP-структурой мы подразумеваем 
алгебраическую систему, представляющую 
собой решетку с заданным на ней дополнитель-
ным бинарным отношением R . Продукционно-
логическим отношением называется замыкание 
R  относительно свойств рефлексивности, тран-
зитивности и ряда других свойств, определяе-
мых конкретными приложениями. Одно из 
таких свойств — дистрибутивность (полная или 
ограниченная). Неформально оно означает 
возможность логического вывода по частям и 
объединения его результатов на основе опера-
ций ∧  и ∨ . Таким образом, подобно транзитив-
ному замыканию и редукции отношения на 
произвольном множестве, можно говорить о 
более сложных задачах нахождения логическо-
го замыкания и редукции отношения на решет-
ке.

Последующие разделы статьи посвящены 
возможным применениям LP-структур к сис-
темам продукционного типа. В связи с этим 
введем также терминологию, связанную с экс-
пертными продукционными системами. Ука-
занные системы манипулируют множествами 
фактов и правил (продукций). Факт представ-
ляет собой единицу декларативной информации 
— некоторое суждение о внешнем мире или 

О приложениях LP-структур  в теории программирования
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состоянии системы. Стандартным представле-
нием факта является триплет вида «объект.ат-
рибут = значение» [12] (например, «термометр.
температура = высокая»). В книге [13], описы-
вающей практическую реализацию продукци-
онных систем, триплет редуцируется к паре 
«объект = значение», при этом атрибут интегри-
руется в объект, т.е. «термометр.температура» и 
«термометр.изготовитель» просто считаются 
разными объектами. Мы в данной статье пойдем 
дальше, интегрируя в объект и само значение, 
считая факт независимым элементом общего 
множества фактов. Это упрощение на данном 
этапе делается с целью сосредоточиться на ос-
новных идеях применения LP-структур. В 
дальнейшем можно реализовать и более слож-
ную конструкцию фактов, соответствующим 
образом скорректировав описание LP-структу-
ры. 

Во время своей работы продукционная сис-
тема содержит так называемую рабочую па-
мять.  Это некоторое подмножество фактов, 
которые на текущий момент считаются выпол-
ненными.

Правило (продукция) состоит из предпосыл-
ки и заключения. Предпосылка обычно пред-
ставляет собой выражение над фактами (напри-
мер, их конъюнкцию или дизъюнкцию). Пред-
посылка может быть выполненной (истинной) 
или невыполненной (ложной) при текущем 
состоянии рабочей памяти. Если предпосылка 
верна, то правило может быть применено. За-
ключение — это действие, которое можно осу-
ществить, если верна предпосылка (например, 
добавить к рабочей памяти некоторый новый 
факт). Применение правила состоит в осущест-
влении действия заключения. Мы рассматри-
ваем такие приложения, в которых заключение, 
как и предпосылка, является выражением над 
фактами, и соответствующее заключению дейс-
твие интерпретируется как «считать истинным». 
Таким образом, в нашем случае применение 
правила означает некоторую модификацию 
рабочей памяти, обычно — пополнение за счет 
тех фактов, справедливость которых вытекает 
из истинности выражения в заключении пра-
вила.

Прямым выводом в продукционной системе 
называется процесс циклического применения 
правил к содержимому рабочей памяти (его 
исходное состояние задано в начале работы), и 
соответственно получение в результате новых 

фактов, которые считаются справедливыми. 
Прямой вывод может производиться до тех пор, 
когда получение новых фактов станет невоз-
можным (при текущем содержимом рабочей 
памяти не окажется ни одной истинной пред-
посылки правила, заключение которого способ-
но изменить рабочую память). Обратный вы-
вод — это противоположный процесс. В нем по 
некоторому набору результирующих фактов — 
гипотезе, путем анализа правил в направлении 
от заключения к предпосылке, подтверждается 
или опровергается справедливость гипотезы 
при заданном исходном содержимом рабочей 
памяти. В процессе обратного вывода содержи-
мое рабочей памяти также меняется.

Ниже мы в качестве возможных приложе-
ний теории LP-структур рассматриваем не-
сколько видов продукционных систем, разли-
чающихся используемой структурой правила, 
точнее, выражения для его предпосылки и за-
ключения.

2. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ПРОДУКЦИОННАЯ 
СИСТЕМА

Простейшую продукционную систему мож-
но представить как множество элементарных 
фактов F  и множество R  правил a bÆ , где 
a b F, Œ . Элементарный факт — это не содержа-
щее логических операций (элементарное) суж-
дение. Правило a bÆ  имеет продукционную 
семантику «если верно a , то верно b » (напри-
мер, «если идет дождик, то взять зонтик»; «если 
температура высокая, то заболел»). 

Алгебраический метод исследования такой 
системы сводится к изучению бинарного отно-
шения R  на множестве F . Очевидно, в силу 
особенностей данной продукционной системы 
R  является рефлексивным и транзитивным. 
Действительно, для любого a FŒ  можно ска-
зать, что «если верно a , то верно a ». Также при 
наличии в R  двух правил a bÆ  и b cÆ  при 
выводе фактически действует и правило a cÆ
. Например, по правилам «если температура 
высокая, то заболел» и «если заболел, то на ра-
боту не ходить» можно сформировать правило  
«если температура высокая, то на работу не 
ходить». Соответствующую данному разделу 
алгебраическую систему можно считать вырож-
денным случаем LP-структуры с пустым базо-
вым отношением частичного порядка.

С. Д. Махортов
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3. ТИПИЧНАЯ ПРОДУКЦИОННАЯ 
СИСТЕМА

Вряд ли можно назвать исчерпывающим 
знанием правило из предыдущего раздела «если 
заболел, то на работу не ходить». Более близки-
ми к истине являлись бы следующие высказы-
вания: «если заболел, сегодня рабочий день, 
время утреннее, то на работу не ходить, лечить-
ся», «если заболел, сегодня рабочий день, время 
вечернее, то лечиться»,  «если заболел, сегодня 
выходной день, то лечиться». 

Поэтому рассмотрим более сложную модель 
базы знаний, правила которой в качестве пред-
посылки и заключения могут содержать наборы 
элементарных фактов ({ }a , { , }a b , { , , }a b c , …). 
Общий вид продукции в данном случае таков: 
{ , ..., } { , ..., }a a b bn m1 1Æ , где ai  и bj  — факты. 
Смысл такого правила состоит в следующем: 
если верны все a i ni , , ...,= 1 , то верны и все 
b j mj , , ...,= 1 .

В этой модели объектами бинарного отно-
шения Æ  являются не элементарные факты, а 
подмножества их исходного множества F . Со-
стоящая из таких объектов математическая 
структура (обозначим ее F ) является частным 
случаем решеток — решеткой множеств (буле-
аном). 

В данном разделе с учетом происхождения 
рассматриваемой модели мы будем использо-
вать обозначения, принятые в теории множеств, 
а не теории решеток. Чтобы не путать с объек-
тами простейшей логики п.1, элементы F  будем 
обозначать большими латинскими буквами. 
Для любых A B,  в F  определены (теоретико-
множественные) операции пересечения (
A B∩ ) и объединения (A B∪ ). Кроме того, в 
F  задан частичный порядок — отношение 
включения Õ .

Таким образом, на множестве F  мы имеем 
базовое отношение Õ , задающее структуру 
решетки, и дополнительное отношение Æ , ал-
гебраически отражающее логические связи 
знаний конкретной предметной области. Ввиду 
усложнения модели, логические отношения в 
данной LP-структуре, кроме имевшихся в пре-
дыдущем разделе свойств рефлексивности и 
транзитивности, должны также обладать допол-
нительными свойствами. Свойство рефлексив-
ности является теперь частным случаем свойс-
тва тавтологии включения: при A B   имеет 
место A BÆ . Действительно, если справедли-
во некоторое множество фактов A , то верно и 

любое его подмножество B . Кроме того, любую 
совокупность фактов  можно выводить по час-
тям: если A BÆ  и A CÆ , то A B CÆ ∪ . Это 
свойство логических отношений мы называем 
дистрибутивностью. Из него формально следу-
ет монотонность такой логики: поскольку 
A AÆ , то из A BÆ  по свойству дистрибутив-
ности получаем A A BÆ ∪ . Это означает моно-
тонное накопление знаний при применении 
правил.

В рассматриваемой модели продукционных 
систем более сложными являются не только 
сами объекты продукций (предпосылка и за-
ключение), но и выводимые логические связи. 
Если в предыдущем разделе «лишние» правила 
можно было легко определить только на основе 
свойства транзитивности отношения, то в дан-
ном случае для этого требуется решить задачу 
нахождения логической редукции LP-структу-
ры. Эта задача решена в работе [10]. Кроме того, 
методами работ [9-10] обратный вывод в про-
дукционной системе можно интерпретировать 
как решение продукционно-логического урав-
нения на LP-структуре [14].

4. РАСШИРЕННАЯ ПРОДУКЦИОННАЯ 
СИСТЕМА

В рамках предыдущего раздела невозможно 
было бы использовать довольно естественное 
правило вида «если на улице дождик, то взять 
зонтик или отложить поход на завтра». Кроме 
того, хотя в той модели могло присутствовать  
правило «если дождика нет и прогноз благопри-
ятный, то зонтик не брать», но в процессе рабо-
ты системы хотелось бы также учитывать, что 
некоторые фигурирующие в этом правиле фак-
ты представляют отрицания фактов из преды-
дущего правила — нельзя же одновременно 
взять зонтик и пойти без него.

Таким образом, использования в предпо-
сылках и заключениях правил конъюнкций 
элементарных фактов явно недостаточно. В 
литературе описываются продукционные сис-
темы [8], в правилах которых могут присутство-
вать сложные логические выражения, содержа-
щие конъюнкции, дизъюнкции и отрицания. 
Конечно, теоретически в пропозициональных 
формулах (если относить к таковым выражения 
предпосылки и заключения) возможны и имп-
ликации, но каждую из них всегда можно ис-
ключить с использованием дизъюнкции и от-
рицания. Таким образом, мы рассматриваем 
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здесь базы знаний, продукции которых в качес-
тве предпосылки и заключения содержат логи-
ческие выражения над фактами, построенные 
с помощью конъюнкций, дизъюнкций и отри-
цаний. Данную логическую систему можно 
назвать продукционной системой нулевого по-
рядка [15].

Для такого вида продукционных систем так-
же может быть построена алгебраическая модель 
в виде LP-структуры. Ее решетка должна подде-
рживать указанные три операции пропозицио-
нального языка. Таковой является булева решет-
ка Линденбаума—Тарского [4]. Ее элементами 
являются формулы пропозиционального исчис-
ления. Логическим операциям конъюнкции, 
дизъюнкции и отрицания соответствуют опреде-
ленные в п.1 алгебраические операции ∧ , ∨  и ' . 
Для любых двух формул a b, Œ F  справедливо 
a b£ , если из истинности формулы a  следует 
истинность формулы b . Эквивалентные логичес-
кие формулы отождествляются. 

Как и в предыдущем разделе, объектами 
продукционно-логического отношения Æ  бу-
дут являться элементы решетки. Однако в на-
шем случае решетка имеет более сложную ар-
хитектуру. Чтобы адекватно отражать расши-
ренную продукционную логику, логическое 
отношение должно удовлетворять большему 
количеству требований по сравнению с преды-
дущим разделом.

Таким образом, методы LP-структур могут 
быть применены к исследованию, преобразова-
нию и оптимизации баз знаний продукционных 
систем с расширенной логикой.

5. ПРОДУКЦИОННАЯ СИСТЕМА 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Существуют виды интеллектуальных сис-
тем, которые могут потребовать использования 
в правилах вывода наряду с логическими выра-
жениями также кванторов общности и сущест-
вования. Такие модели, в частности, могут 
возникать при разработке систем символьной 
математики. Большинство математических те-
орем имеют форму продукции вида «дано» Æ
«требуется доказать», где предпосылка и заклю-
чение являются формулами логики предикатов 
первого порядка.

Рассмотрим продукционную систему, пра-
вила которой в качестве предпосылки и заклю-
чения могут содержать формулы исчисления 
предикатов первого порядка. Как и в предыду-

щем разделе, будем считать, что эти формулы 
не содержат импликаций (при необходимости 
их можно исключить). Будем называть ее про-
дукционной системой первого порядка [16]. 
Соответственно возникает идея о распростране-
нии методов теории LP-структур на такую ло-
гику. Это дало бы аппарат для формальных 
преобразований математических знаний, а так-
же их верификации и оптимизации.

Для этой цели потребуется некоторое алгеб-
раическое описание логических кванторов, 
которое дополнило бы использованное нами в 
предыдущем разделе понятие булевой решетки. 
Как уже говорилось во введении, обзор имею-
щихся подходов к решению этой проблемы со-
держится в [7]. Мы воспользуемся алгебраиза-
цией кванторов, предложенной в [4], посколь-
ку она естественным образом расширяет нашу 
продукционную логику на решетке и содержит 
достаточные возможности для решения рас-
сматриваемых нами задач.

Согласно этой теории, кванторы общности 
и существования соответственно моделируются 
в общем случае бесконечноместными операци-
ями пересечения и объединения. Пусть P x( )  — 
некоторый предикатный символ, определенный 
на множестве X . Его можно представить сово-
купностью элементов решетки Линденбаума-
Тарского, каждый из которых соответствует 
формуле P x( )  при конкретном значении x XŒ . 
Тогда, в силу свойств логических операций, 
выражение "xP x( )  алгебраически интерпрети-
руется операцией пересечения всех элементов 
решетки, соответствующих P x( ) . Аналогично 
формула $xP x( )  может быть представлена объ-
единением всех элементов решетки, порожден-
ных предикатным символом P x( ) .

Заметим, что не любая решетка допускает 
выполнение бесконечноместных операций. 
Чтобы они были возможны и корректны, мож-
но использовать полные булевы решетки. Как 
говорилось в п. 1, в полной решетке для любого 
подмножества элементов (конечного или бес-
конечного) можно определить (многоместное) 
пересечение и объединение. Нашим формулам 
"xP x( )  и $xP x( )  в полной решетке будут соот-
ветствовать элементы Ÿ

Œx X
P x( )  и ⁄

Œx X
P x( ) .

Приведенные соображения открывают воз-
можности формальных исследований, преобра-
зований и автоматической оптимизации про-
дукционных баз знаний с логикой первого по-
рядка.

С. Д. Махортов
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В качестве иллюстрации возьмем пример из 
статьи [17], относящейся к области некласси-
ческих уравнений с частными производными. 
В этой статье в коэффициентах символов псев-
додифференциальных операторов используется 
«весовая» вещественная функция a , сущест-
венно влияющая на разрешимость уравнений 
с этими операторами. В основе результатов ра-
боты [17] лежат следующие два условия на 
данную функцию.

1. a at t t t( ) = £ ( ) > >0 0 0 0, ; , ;  
a t const t d( ) = ≥ >, 0 .

2. a aR
MC R M C R+ Œ ( ) $ ≥ Œ ( )• + +; :0 1 .

Для построения соответствующей LP-струк-
туры введем обозначения логических формул. 
Пусть P t11( ) , P t12( )  и P t c13( , )  — предикатные 
символы, соответствующие утверждениям 
a t( ) = 0 , a t( ) > 0  и a t c( ) = . Тогда при каждом 
значении переменной t  мы имеем элементы 
решетки P t11( ) , P t12( )  и каждой паре значений 
t ,c  — элемент P t c13( , ) . Условию 1 соответству-
ет элемент Ÿ Ÿ ⁄ Ÿ

£ > > ≥ >t t c t d
P t P t P t c

0 11 0 12 0 0 13( ) ( ) ( , )∧ ∧ . Так 

же для условия 2 введем символы P t21( )  и 
P t M21( , ) , соответственно означающие «функ-
ция a  бесконечно дифференцируема в точке t
» и «функция a  M  раз непрерывно дифферен-
цируема в точке t ». Алгебраическая запись 
условия 2 будет выглядеть следующим образом: 
Ÿ ⁄ Ÿ
≥ ≥ -•< <+•t M t

P t P t M
0 21 0 22( ) ( , )∧ . Таким образом, 

большую часть утверждений работы [17] алгеб-
раически можно представить продукциями, 
предпосылки которых содержат выражение 
в и д а  Ÿ Ÿ ⁄ Ÿ

£ > > ≥ >t t c t d
P t P t P t c

0 11 0 12 0 0 13( ) ( ) ( , )∧ ∧ ∧  

Ÿ ⁄ Ÿ
≥ ≥ -t M

P t
0 21 0

( )∧ ∧
••< <+•t

P t M22( , ) . 

6. ПРОДУКЦИОННАЯ МОДЕЛЬ 
ИМПЕРАТИВНЫХ АЛГОРИТМОВ

Применение вышеизложенной теории огра-
ничено системами с монотонным выводом, при 
котором осуществляется монотонное накопление 
знаний. Вместе с тем существуют практические 
задачи искусственного интеллекта, предполага-
ющие не только накопление, но и модификацию 
получаемых знаний. Эти задачи рассматривают-
ся в ряде работ (например, [18—20]). В данном 
разделе мы к ним добавим еще одну интересную 
область — анализ поведенческих свойств и пре-
образования императивных алгоритмов. Можно 
сказать, что во время их работы информация не 
только накапливается, но и часто замещается.

Приведем фрагмент программы на Паскале, 
вычисляющий максимальный элемент целочис-
ленного массива.

var
A:  array[1..N]  of  integer;
Max,  i:  integer;
begin
 Max  :=  A[1];  i  :=  2;
 while  i  <=  N  do
 begin
  if A[i] > Max then Max := A[i];  i  :=  i  +  1
 end
end;

Используемые в программе переменные с их 
значениями можно считать фактами некоторой 
базы знаний. Тогда инициализация любой пе-
ременной может рассматриваться как добавле-
ние нового факта к базе знаний. Присвоение же 
инициализированной переменной нового зна-
чения можно интерпретировать как  модифи-
кацию имеющегося факта.

Попробуем для приведенной выше импера-
тивной программы записать эквивалентную 
логическую программу — исходный набор фак-
тов и совокупность правил логического вывода. 
Для этой цели аналогично п.3 будем использо-
вать простейший синтаксис вида 

если <Факт 1>, <Факт 2>, …, <Факт K>
то <Действие 1> , <Действие 2>, <Действие 
M>;

 
Итак, предположим, что исходная база зна-

ний состоит из следующих фактов: значения 
всех переменных не определены (null), кроме 
одной вспомогательной переменной начало, 
имеющей значение да. Соответствующая логи-
ческая программа может иметь вид     

если  начало  =  да  то  Max  =  A[1],  i  =  2,  
цикл  =  да,  начало  =  нет;
если  цикл  =  да,  i  <=  N,  A[i]  >  Max  то  
Max  =  A[i],  i  =  i  +  1;  
если  цикл  =  да,  i  <=  N,  A[i]  <=  Max  то  
i = i  +  1;  
если  цикл  =  да,  i  >  N  то  цикл  =  нет;  

Возможно, используемый синтаксис правил 
требует уточнений, а приведенная логическая 
программа не оптимальна. Для нас существен-
но то, что она имеет декларативный характер и 
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дает эквивалентный результат независимо от  
порядка записи правил.

Классическое понятие решетки оказывается 
недостаточно выразительным для моделирова-
ния немонотонного продукционно-логического 
вывода. В связи с этим автором были введены 
некоммутативные решетки как обобщение клас-
сических решеток [21]. В новых решетках 
операция объединения выполняется с частич-
ным замещением одного из операндов. Для 
построения соответствующих LP-структур на 
этих решетках рассмотрены логические бинар-
ные отношения. Описана возможность приме-
нения этой модели к формальному исследова-
нию логических свойств императивных алго-
ритмов [22].

7. ПРОДУКЦИОННАЯ МОДЕЛЬ 
ИЕРАРХИИ

Еще одна группа возможных применений 
рассматриваемой методики базируется на ис-
пользовании решетки типов. Как известно, 
структура типов объектно-ориентированной 
системы также образует математическую решет-
ку [18]. Для двух типов объединением считает-
ся их ближайший общий тип-предок, пересече-
нием — ближайший общий тип-потомок. Се-
мантика частичного порядка и основных опе-
раций на такой решетке существенно отличает-
ся от случая решетки множеств. J.Sowa доказал 
[23], что решетки типов не изоморфны решет-
кам множеств. Поэтому LP-структуры на ре-
шетках типов и возможности их применения 
требуют дополнительных рассмотрений.

Рассмотрим некоторую иерархию типов F  
в объектно-ориентированном программирова-
нии. Между парами типов могут существовать 
как минимум два вида связей — наследование 
(тип наследует атрибуты типа-предка) и агре-
гация (тип содержит в качестве атрибута пред-
ставителя другого типа) [24]. На множестве F  
введем отношение частичного порядка: если тип 
b  является наследником a  (соответственно 
a  — предком b ), то b a£ . Для любых a b, Œ F  
определены две операции: пересечение a b∧  — 
наибольший общий потомок и объединение 
a b∨  — наименьший общий предок a b,  (первая 
операция актуальна в системах с множествен-
ным наследованием). Для ограниченности по-
лученной решетки добавим к F  два специаль-
ных элемента: I  — универсальный тип (общий 
предок, имеется во многих современных систе-

мах) и O  — фиктивный потомок всех типов.
На решетке F  рассмотрим второе (соответс-

твующее агрегации) отношение R : если объект 
типа a  в качестве атрибута содержится в типе 
b , то ( , )b a RŒ . Оба отношения ( £  и R ) имеют 
общую семантику: в каждом случае, b a£  или 
( , )b a RŒ , тип b  получает возможности типа a  
в виде доступа к его атрибутам. Семантически 
ясно, что это общее отношение «обладания на-
бором возможностей», которое мы обозначаем 

R¨ æææ , обязано быть рефлексивным и транзи-
тивным.

Обсудим еще одно свойство введенных от-
ношений. Пусть для элементов a b b, ,1 2 Œ F  спра-
ведливо b a1 £ , b a2 £ . Тогда в соответствии с 
определением решетки имеем b b a1 2∨ £ . Это 
естественное для отношения £  свойство мы 
называем ∨ -дистрибутивностью. Посмотрим, 
что будет означать обладание этим же свойством 
для отношения R¨ æææ . Пусть b aR

1 ¨ æææ  и 
b aR

2 ¨ æææ , т.е. каждый тип b1  и b2  обладает 
возможностями типа a . Тогда в силу предпола-
г а е м о й  ∨ - д и с т р и б у т и в н о с т и  и м е е м 
b b aR

1 2∨ ¨ æææ . Это значит, что тип b b1 2∨  также 
обладает возможностями типа a . С точки зрения 
проектирования типов это не обязательно. Од-
нако в случае, если более одного наследника (
b1  и b2 ) содержат одинаковые атрибуты, по 
принципам рефакторинга [25] нужно «поднять» 
общие атрибуты, т.е. поместить один такой ат-
рибут в общий тип-предок b b1 2∨ , после чего 
каждый b1  и b2  получит возможности a  в по-
рядке наследования. В данном случае ∨ -дист-
рибутивность отношения R¨ æææ  означает ре-
шение важной задачи — устранение дублиро-
вания кода.    

Подчеркнем, что мы рассматриваем здесь 
обобщенную постановку в плане «распределе-
ния возможностей» между типами: вариант, 
когда b1  и b2  по каким-либо практическим со-
ображениям содержат в виде атрибутов пред-
ставителей типа a  под различными идентифи-
каторами, нами в расчет не принимается. На 
практике тип может содержать много атрибутов, 
но не все они одинаково существенны при пос-
троении иерархии.

Заметим далее, что отношение R¨ æææ , об-
ладая свойством транзитивности вне зависимос-
ти от контекста, не может аналогично во всех 
ситуациях удовлетворять ∨-дистрибутивности, 
иначе это приведет к некорректным результа-
там. Для иллюстрации рассмотрим пример 
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b aR¨ æææ  и a aR¨ æææ . При дистрибутивности 
R¨ æææ  выполнялось бы b a aR∨ ¨ æææ . По 

идеологии ООП тип b a∨  не имеет права что-
либо знать о своих наследниках. Поэтому в 
данной ситуации b a∨ , являясь общим предком 
типов a  и b , может обладать возможностями 
типа a  лишь в случае, если он совпадает с a  (т.е. 
b a£ ). В остальных вариантах соотношение 
b a aR∨ ¨ æææ  будет некорректным.

     Существуют ситуации, когда выполнение 
∨-дистрибутивности отношения R¨ æææ  теоре-
тически возможно, но нецелесообразно с точки 
з р е н и я  к а ч е с т в а  к о д а .  П у с т ь  п р и 
b a b aR R

1 2¨ æææ ¨ æææ,  элементы b b1 2∨  и a  име-
ют непустое пресечение: ( )b b a d O1 2∨ ∧ = π , 
причем d b b< 1 2∨  и d a< . Если в данном случае 
допустить ( , )b b a R1 2∨ Œ , то окажется, что тип d  
обладает возможностями типа a  одновременно 
по двум линиям: как его наследник и как на-
следник типа b b1 2∨ , также имеющего возмож-
ности a .

Другая подобная ситуация — наличие кон-
фликта. Пусть имеет место ( , ),( , ),( , )b a b a b a R1 2 3 Œ , 
причем b b b b1 2 2 3∨ ∨π . Тогда пары ( , ),( , )b a b a1 2  
«конфликтуют» с парами ( , ),( , )b a b a2 3 : если в 
обоих случаях «поднять» атрибуты, то тип b2  
унаследует атрибут типа a  одновременно от 
двух различных предков — b b1 2∨  и b b2 3∨ , что 
также ухудшит код.  

Одна из возможных здесь стратегий предпо-
лагает отказ от «поднятия» общих атрибутов при 
наличии подобных ситуаций (невыполнение 
∨ -дистрибутивности). Возможны и другие 
подходы, более тонко учитывающие особеннос-
ти конкретной системы. 

На основе приведенных здесь соображений 
можно дать строгое определение логического 
отношения на ограниченной решетке. Оно будет 
отражать свойство «обладания набором возмож-
ностей» в иерархии типов. В силу вышеназван-
ных соображений его свойство дистрибутивнос-
ти зависит от контекста. Это, в частности, по-
рождает немонотонность логического вывода на 
таких LP-структурах.

Логическое замыкание произвольного отно-
шения на решетке типов предоставляет все та-
кие пары ( , )b a , что в типе b  доступны возмож-
ности типа a . Логическая редукция даст иерар-
хию с минимальным эквивалентным набором 
связей и в определенном смысле минимальным 
дублированием кода. Этот формализм позволя-
ет проводить автоматизированные исследова-

ния иерархий типов, включая эквивалентные 
преобразования и верификацию. Он может 
служить основой для практической реализации 
(или модернизации) типов. 

Решение родственных проблем алгебраичес-
кими методами (FCA) предлагается в [26]: 
элементам некоторого множества классов тре-
буется оптимально назначить наборы атрибу-
тов — элементов другого независимого множес-
тва. В соответствии с выбранными назначени-
ями формируется иерархия классов. В нашей 
постановке, в отличие от [26], атрибуты сами 
относятся к исследуемой иерархии классов 
(типов), что усложняет задачу и вряд ли остав-
ляет возможность непосредственного примене-
ния формального концептуального анализа.

Также отметим, что мощный аппарат иссле-
дования иерархий типов представляют описан-
ные в [27—28] многоуровневые упорядоченно-
сортные алгебры. Однако, как справедливо 
сказано в [19], разработка этих алгебр еще не 
завершена. Также автору не удалось обнару-
жить исследований, посвященных редукции 
многоуровневых упорядоченно-сортных алгебр, 
которая предусматривала бы вышеуказанное 
автоматическое устранение дублирования 
кода.

8. УСЛОВНАЯ  ЭКВАЦИОНАЛЬНАЯ 
ТЕОРИЯ КАК ПРОДУКЦИОННАЯ 

СИСТЕМА 

Еще одним из возможных направлений 
применения идей и методов LP- структур явля-
ются некоторые проблемы эквациональных 
теорий и систем переписывания термов (СПТ) 
[29—30]. Эти системы служат математической 
основой многих исследований в различных 
областях теории программирования. С их помо-
щью, в частности, решаются задачи символьно-
го упрощения алгебраических выражений [31], 
автоматического доказательства теорем [32], 
верификации программ [33] и др. 

Важными задачами, связанными с СПТ, 
являются эквивалентные преобразования и 
оптимизация их множеств правил. В то время 
как для обычных СПТ подобные проблемы уже 
решались в ряде работ [34—35], для условных 
СПТ они, по-видимому, еще остаются открыты-
ми. Этот факт можно объяснить более сложной 
структурой правил условных СПТ. Для обыч-
ных систем задача минимизации множества 
правил в конечном счете сводится к транзитив-
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ной редукции некоторого бинарного отношения 
(«элиминация транзитивности»). Для условных 
систем, как и в предыдущих разделах, можно 
говорить о более сложной задаче нахождения 
логической редукции.

При определении системы переписывания 
термов отправной точкой обычно является эк-
вациональная теория, множество правил кото-
рой состоит из равенств. Совокупность правил 
переписывания получается путем «ориентации» 
равенств и, возможно, их пополнения для до-
стижения свойства конфлюэнтности. Аналогич-
ный подход используется и для условных СПТ 
[36]. Поскольку обычно именно эквациональ-
ная теория является критерием эквивалентнос-
ти систем переписывания, исследование в этом 
плане условных СПТ можно начать с рассмот-
рения эквивалентности условных эквациональ-
ных теорий. 

Предположим, что эквациональная теория 
(аналогично [36]) содержит набор позитивно-
условных правил вида s t s t s tn n1 1= = =, ..., : . 
Смысл такого правила в следующем: если име-
ют место все равенства термов s t i ni i= =, , ...,1 , 
то выполнено и s t= . Если вместо термов рас-
сматривать независимые элементы, то задача 
упрощения множества правил может быть све-
дена к описанным в п. 3 LP-структурам. Этот 
же метод применим и в случае равенств между 
термами, но оптимизация может оказаться лишь 
частичной. 

Рассмотрим пример, полученный модифи-
кацией примера из [36]:

1) x y z s x y s z+ = + =: ( ) ( ) ;
2) x y z g x y g z+ = + =: ( ) ( ) ;
3) s x y s z g x y g z f x f z( ) ( ), ( ) ( ) : ( ) ( )+ = + = = ;
4) x y z f x f z+ = =: ( ) ( ) .
Последнее правило здесь является «лиш-

ним», т.к. выводится из первых трех. Этот факт 
может быть обнаружен методами п.3, поскольку 
для этого не требуется учета особенностей тер-
мов. Заменим теперь второе правило следую-
щим:

2) h x y h z g x y g z( ) ( ) : ( ) ( )+ = + = .
Теперь формальное применение продукци-

онного вывода не поможет исключить «лишнее» 
п р а в и л о  4 ) ,  е с л и  н е  у ч е с т ь  с в я з ь 
x y z h x y h z+ = + =: ( ) ( ) , которая обусловлена 
свойствами термов.

Таким образом, можно ввести новую LP-
структуру — алгебраическую модель условной 
эквациональной теории. Эта модель должна 

учитывать не только обычные логические связи, 
но и взаимозависимости между термами, обус-
ловленные применениями функций и подста-
новками. Множество правил можно задать как 
бинарное отношение на решетке — булеане 
равенств вида { }s ti i= . На этой решетке необ-
ходимо ввести дополнительные операции, от-
ражающие использования функциональных 
символов и подстановок в термах. Такая модель 
даст теоретическую основу для автоматической 
минимизации множества правил условной эк-
вациональной теории.
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