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1. ВВЕДЕНИЕ

Анализу распределения числа заявок в мар-
ковских нестационарных систем массового 
обслуживания (СМО) посвящено достаточно 
много работ [1—10] и др. Впервые нестацио-
нарное распределение числа заявок в марковс-
кой нестационарной СМО M M/ /1  с постоян-
ными интенсивностями входного потока l  и 
обслуживания m  было получено в работе Клар-
ка [1]. В настоящей работе рассматривается 
асимптотический анализ нестационарного рас-
пределения числа заявок СМО с бесконечным 
накопителем, простейшим пуассоновским по-
током заявок и экспоненциальным обслужива-
нием. С применением функционально-анали-
тического метода исследуется стабилизация 
динамических распределений и их дискретных 
функций распределения (ДФР) к финальным. 
Получены неулучшаемые оценки сходимости 
нестационарного решения к стационарному.

2. ПЕРВАЯ МОДЕЛЬ СМО M M/ /1/•
Рассмотрим классическую СМО M M/ /1/•  

с одним обслуживающим прибором с экспо-
ненциальным обслуживанием интенсивности 
m , накопителем бесконечной ёмкости. На вход 
системы поступает пуассоновский поток за-
явок с интенсивностью l . Если прибор занят 
обслуживанием заявки, то вновь поступившая 
заявка попадает сначала в накопитель, а уже 
потом обслуживается. Обозначим через вектор 
p t p t p t p t( ) = [ ( ), ( ), ( ), ...]0 1 2

�  нестационарного 
распределения вероятностей числа заявок в 
СМО. Здесь и далее значок �  обозначает транс-
понирование.

2.1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Обозначим через A  трехдиагональную мат-

рицу, у которой элемент в 1-й строчке и 1-м 
столбце равен -l,  остальные диагональные эле-
менты равны - -l m , поддиагональные элемен-
ты равны l,  наддиагональные элементы равны 
m,  остальные элементы равны 0.  Задачу Коши 

для бесконечной системы дифференциальных 
уравнений Колмогорова-Чепмена относительно 
распределения вероятностей числа заявок  

 
dp t
dt

Ap t p p
( )

= ( ), (0) = ,0  (1)

c начальным распределение вероятностей ко-
личества заявок в системе p p p p	

	
	 	= [ , , , ...] ,0
1 2

�  
бесконечной трехдиагональной матрицей A  
назовем первой математической моделью СМО 
M M/ /1/ .•   Для начального распределения 
предполагается ещё выполнение условия нор-

мировки 
k kp
=0

0 = 1.
•Â

Используем далее банахово пространство 
�
1  суммируемых последовательностей 

p p p p= [ , , , ...]0 1 2
�  с нормой p p

k k
�1 =0
=

•Â  и 

линейный непрерывный на нем функционал 

j( ) = .
=0

p p
k k
•Â  Отметим, что пространство �
1  

отличается от пространства 
1  лишь нумераци-
ей координат векторов: в 
1  нумерация начи-
нается с единицы. Таким образом математичес-
кая модель нашей СМО состоит из задачи Коши 
(1), рассматриваемой в банаховом пространстве 
�
1  с линейным ограниченным в этом пространс-
тве матричным оператором A  с нормой 
A �
 �
�1 1

= l m+ , а также из условий  

 0 1 ( 0 1), ( ) = 1,0 0 0£ £ " £ £p k p pk j
на начальное распределение.

2.2. ОБЩЕЕ СВОЙСТВО МОДЕЛИ
Из общей теории банаховых пространств 

следует
Теорема 1. Задача Коши  (1) имеет единс-

твенное решение p t e ptA( ) = ,	  при этом для 
любого t > 0  набор из p tk( )  суть распределение 
вероятностей, то есть 0 ( ) 1, 0,£ £ " ≥p t kk  и 
в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е  н о р м и р о в к и 

j( ( )) = ( ) = 1.
=0

p t p t
k

k

•

Â  

3. ВТОРАЯ МОДЕЛЬ СМО M M/ /1/•
Предыдущая модель оперирует непосредс-

твенно с распределениями вероятностей, но © Катрахов В. В., Рыжков Д. Е., Головко Н. И., 2007
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оказывается, что гораздо удобнее работать с их 
дискретными функциями распределений (оп-
ределение дискретной функции распределения 
будет дано чуть ниже) — в этом состоит одна из 
главных идей нашего подхода к изучению СМО. 
Для этих целей введем верхнетреугольный мат-
ричный оператор S , в матрице которого на 
главной диагонали и выше стоят единицы, ос-
тальные элементы нулевые, и обратный к нему 
двухдиагональный матричный оператор S -1 , у 
которого единицы стоят на главной диагонали, 
–1 на первой наддиагонали, остальные элемен-
ты нулевые.

Введем пространство �
0  сходящихся к нулю 
последовательностей с конечной нормой  

 [ , , , ...] = .1 2
=0

10q q q q q
k

k k	 �


�
•

+Â -

Оно отличается от пространства 
 0  лишь нуме-
рацией компонент векторов: в 
 0  нумерация 
начинается с единицы. Ясно, что оператор S  
биективно и изометрично отображает банахово 
пространство 
1  на пространство �
0 , поэтому 
последнее также банахово. Оператор S -1  осу-
ществляет обратную изометрию. Заметим попут-
но, что пространство �
0  непрерывно вложено в 
банахово пространство 
 •

0  сходящихся к нулю 
последовательностей с нормой максимума. Вве-
дем вектор �q q q q q q Sp= [ , ] = [ , , , ...] = .0 0 1 2

� �

С учетом веденных обозначений задача 
Коши (1) преобразуется эквивалентным обра-
зом к виду  

 
dq
dt

SAS q Qq q Sp
�

� �� �= , (0) .1 0- ∫ ∫  (2)

Обозначим через x( )t  — число заявок в 
СМО в момент t.  Последовательность компо-
нент вектора �q  по сути представляет собой 
последовательность значений функции рас-
пределения дискретной случайной величины 
(точнее процесса) x( )t  в момент времени t : 
�q t P t kk( ) = { ( ) }.x ≥  Поэтому для краткости по-
следовательность �q  будет называться дискрет-
ной функцией распределения (ДФР), а ту же 
последовательность, но без первого левого эле-
мента q t0 1( ) = , то есть последовательность 
q t( )  — усеченной ДФР.

Обозначим w = (1,0, 0, ...)� , через E  — еди-
ничную матрицу, через E E- +1 1,  однодиагональ-
ные матричные операторы сдвига: у первого из 
них единицы стоят на первой наддиагонали, у 
второго — на первой поддиагонали, а остальные 
элементы нулевые. Введем матричный оператор  

 Q E E E= ( ) .1 1- + + +- +l m m l   

Первая строка матричного оператора �Q  
состоит из нулевых элементов, поэтому задача 
Коши (1) распадается (это вторая основная идея 
нашего метода) на задачу Коши  

 
dq
dt

q p0
0

0= 0, (0) = ( ) = 1,j

имеющую единственное решение q t0( ) 1,∫  и 
задачу:

 
dq
dt

Qq w q q= , (0) = ,0+ l  (3)

где координаты начального вектора q(0)  опре-
деляются формулой  

 q pk
j k

k
0

=

0= , 1.
•

Â ≥

Задачу Коши (2) по построению следует 
рассматривать в пространстве 
 0 . Вместе с тем 
нам понадобится еще пространство L•,	  опре-
деляемое как банахово пространство сходящих-
ся к нулю последовательностей r r rk k= [ ], 0,Æ  
с нормой r r

k
k= { }

=1,2,...
max  и банахово пространс-

тво L•  ограниченных последовательностей с 
нормой r r

k
k= { }.

=1,2,...
sup  Положим во всем даль-

нейшем r m
l

= .

Из общей теории банаховых пространств 
вытекают следующие утверждения.

Лемма 1.  Матричный оператор Q  ограни-
чен в пространствах 
 0 , L•,	 , L• . 

Теорема 2.
1о. Задача  (3) во всех трёх пространствах 


 0 , L•,	 , L•  имеет единственное решение 

 q t e q e wdtQ
t

Q( ) = .
0

	 + Úl tt  (4)

2о. Это решение можно представить также 
в виде 

  q t e q e q qtQ tQ( ) = ,	 - +• •  (5)

где вектор q q q• • •= [ , , ...]1 2
�  и 

  qk k
•

-

≥Ï
Ì
Ó

=
1, ,

, < .2

l m
r l m

 (6)

С л е д с т в и е 3.1. Пусть l m<  и пусть век-
тор p•  имеет координаты pk

k• - - -= ( 1)2 2 2r r . 
Тогда при начальном распределении p p	 = •  
динамическое распределение совпадает с на-
чальным для любых t . 

З а м е ч а н и е. Ниже показывается, что в 
соответствующем смысле  

В. В. Катрахов, Д. Е. Рыжков, Н. И. Головко 
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 q q q t p p p t
t t

•

Æ•

•

Æ•
• •= ( ) = ( ), = ( ) = ( ),lim lim  

то есть q•  является «усеченной» дискретной 
функцией финального распределения p( )• .

Введем в пространстве 
 0  конус K , состоя-
щий из всех неотрицательных, монотонно не-
возрастающих и стремящихся к нулю последо-
вательностей. Ясно, что K  лежит и в простран-
стве L•,	 .

Лемма 2. Если r Œ K , то r r rS L= = .
,

1• 	
 

Так как решение (4) удовлетворяет условию 
леммы 2, то справедливо

С л е д с т в и е 3.2.  Для любого t ≥ 0  имеет 
место равенство  

 q t q t q t( ) ( ) ( ).
,S L= =

• 	
1    

С л е д с т в и е 3.3.  Для любого t ≥ 0  имеет 
место равенство  

 e q e q e qtQ tQ tQ	 	

	

	

S L
= = ( ) .

,
1

•
  

4. ОПЕРАТОРНЫЕ ЭКСПОНЕНТЫ

Дальнейшее исследование поведения реше-
ния q t( )  требует знания детальной структуры 
операторной экспоненты etQ , изучению которой 
и посвящен этот раздел. Но предварительно 
изучается резольвента соответствующего мат-
ричного оператора, через которую далее и будет 
вычислена искомая операторная экспонента. 

4.1. СПЕКТР И РЕЗОЛЬВЕНТА
Обозначим через R zz , ,Œ
  трехдиагональ-

ный матричный оператор, задаваемый трех-
диагональной матрицей, у которой диагональ-
ные элементы равны -z , поддиагональные 
элементы равны r-1,  наддиагональные эле-
менты равны r,  остальные элементы равны 0.  
Прежде всего отметим, что e e etQ t tR= ,( )- +l m lm 	  
где  Q E R= ( ) .- + +l m lm 	  Понятно,  что 
R E E	 = 1

1 1r r-
- ++ . Оператор Rz

-1  является ре-
зольвентой оператора R	 , которая существует 
по крайней мере для z > 2 ,1r r- +  так как мат-
рица Rz  имеет строгое диагональное преобла-
дание. Корректно следующее разложение в ряд 
Неймана  

 
R zE R

z E
z

R z
z

R

z

n

n

- -

-

=

•

= - + =

= - -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= - Ê
ËÁ

ˆ
¯̃Â

1 1

1

0

1 1
( )

,

	

	 	

который сходится в операторной топологии, 
поскольку R	 �S S £ +-2 1r r :  

R q q q q q q

q
	 S S

S

£ - + - + + + =

= +

- -

-

r r r

r r

1
1 2 3 4

1

12

( ...) ( )

( ) || || .
 

Далее нам будет удобным положить z x= 2  

и пусть s x x= 1.2+ -  Введем матричный опе-
ратор R rz kj

-1 = [ ],  определив его матричные 
элементы по формуле  

 

r r x
s s

s s
s U x k

kj kj

j k k j k j

j k
j

k

= =
-( )

-
=

= - ¥
£

- - + - -

-

-
-

-

( )

( ),

( ) | |r

r

1

1 jj
s U x k jk

j

,
( ), ,-

- ≥ +
Ï
Ì
Ô

ÓÔ 1 1

 

где через Ul  обозначены полиномы Чебышева 
2-го рода порядка l  [11]:  

 

U x
s s

s s

x x x x

x

l

l l

l l

( )

( ) ( )

( )

= -
-

=

= + - - - -
-

+ - +

-

+ +

1 1

1

2 1 2 1

2

1 1

2 1
или при выборе главной ветви арккосинуса  

 U x
l x

xl ( ) =
(( 1) )

( )
.

sin arccos
sin arccos

+

В дальнейшем будет использоваться следу-
ющая лемма, подробное доказательство которой 
приведено в [12].

Лемма 3. В пространстве 
 0  резольвентное 
множество оператора R	  с резольвентой Rz

-1  в 
точности совпадает на комплексной плоскости 
с внешностью эллипса с центром в нуле и с по-
луосями a b, , a = ,= ,1 1r r r r- -+ -  соответс-
твенно, спектр оператора R	  состоит из ука-
занного эллипса и его внутренности. 

4.2. ОПЕРАТОРНАЯ ЭКСПОНЕНТА
Из применения формулы типа Коши сле-

дует
Теорема 3. Операторная экспонента etR	  

представляет собой матричный оператор с 
элементами ekj , определёнными формулой  

e t e j U dkj

j k
t

k( ) sin( ) (cos )sin( ) .cos=
-

-Ú
r

p
j j j j

p
lm j

2 0

2
1

Здесь и далее буква e  в выражениях вида 
ekj  не является числом Эйлера.

4.3. ДИНАМИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
В этом разделе выводятся явные формулы 

для динамического распределения p t( )  и опе-
раторной экспоненты etA  �q t( )  при t Æ • , при 
этом по построению p t( )  выражается через ДФР 
� 	q t q t q t( ) = [ ( ), ( )]  по формуле p t S q t( ) = ( ).1- �  Ба-
зовой для наших целей является формула (5), 
которую можно представить еще и в виде  

 q t e q e e w d qtQ

t

R( ) = .( )	 	- +
•

- + •Úl tl m t t

Асимптотический анализ СМО с бесконечным накопителем



142 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2007, № 1

Вычислим теперь p t( ) , предполагая сначала, 
что l m≥ . Начнем с p t	( ) . По формулам (5), 
(6), опуская для краткости аргументы бесселе-
вых функций, имеем 

p t q t

e p I t It

j
j

n j

n
n n

	

	

( ) ( )

( ( )( )

= - =

= -- +

=

•

= +

•
-

- +Â Â

1

2

1

0 1

1
1 1

l m r lm (( )).2t lm
 

  (7)
По тем же соображениям для k > 0  имеем  
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j
j k j k
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что после сокращения одинаковых слагаемых 
с разными знаками и перестройки суммирова-
ния дает  
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 (8)

Нетрудно заметить, что эта формула совпа-
дает с формулой (7) в случае k = 0 .

Для вывода аналогичной формулы в случае 
l m<  воспользуемся непосредственно следу-
ющей из (5) формулой q t q e q qtQ( ) = ( ),- -• •	  
тогда 
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что после перестройки суммирования дает  
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 (10)

при этом придерживаемся стандартного согла-
шения: если в символе суммы верхний индекс 
суммирования меньше нижнего, то вся сумма 
считается равной нулю.

5. СТАБИЛИЗАЦИЯ И ЭРГОДИЧНОСТЬ

5.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
 Поведение динамического распределения 

существенно зависит от взаимоотношения между 

интенсивностью входного потока и интенсивнос-
тью обслуживания. Если в СМО l m≥ , то есть, 
если r £ 1 , то она называется СМО с перегрузка-
ми, в противном случае — без перегрузок. Мы 
последовательно рассмотрим два случая СМО с 
перегрузками, а затем — СМО без перегрузок.

В СМО с перегрузками распределение, как 
будет показано, будет стремиться к нулю, но не по 
норме пространства L1 , так как ранее была уста-
новлена справедливость условия нормировки  

 p p t p t t
k

k
k

kL1 0 0

1 0= = = " ≥
=

•

=

•

Â Â( ) ( ) , .  

Другими словами вся динамическая траек-
тория распределения в такой СМО расположена 
на единичной сфере пространства L1 . Однако в 
более слабых топологиях она все-таки будет 
сходится к нулю. В качестве таких сходимостей 
рассмотрим покоординатную сходимость, схо-
димость по норме пространства L2 , которая 
определяется по формуле  

 p p t p t
k

k
k

kL2 0

2

0

2= =
=

•

=

•

Â Â( ) ( ( )) ,

и (равномерную) сходимость по норме про-
странства L•,	 :  

 p p t p t
k

k
k

kL•, =0,1,... =0,1,...
= ( ) = ( ).

	
max max

Ясно, что для распределений справедливо 
нижеследующее соотношение между введенны-
ми нормами 

 p p pL L L•
£ £

, 2 1
= 1.

	

Такие же топологии будут полезны и в СМО 
без перегрузок. Отметим еще, что использование 
L2 -норм является вполне естественным, пос-
кольку сами функции Бесселя с целыми индек-
сами являются с точностью до постоянного 
множителя косинус-коэффициентами Фурье, 
что делает эффективным привлечение средств 
Фурье-анализа в естественном для него про-
странстве L2 .

Приведем одно вспомогательное утвержде-
ние  об асимптотике часто встречающегося ниже 
интеграла.

Лемма 4. Пусть функция F  непрерывна на 
отрезке [ ; ]-p p . Тогда справедливы следующие 
утверждения. 

1о. При F(0) 0π  имеeт место асимптоти-
ческая формула  

 
p

p
j j j p p

Ú Æ •e d I t
e

t
tt

t
cos F F F

( ) (0) ( )
(0)
2

,∼ ∼	 ,
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2о. При F(0) = 0  имеет место оценка  

 
p

p
j j jÚ

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Æ •e d o
e
t

tt
t

cos ,F( ) = .  

5.2. СТАБИЛИЗАЦИЯ С ПЕРЕГРУЗКАМИ 
ПРИ l m=

5.2.1. ОПЕРАТОРНАЯ ЭКСПОНЕНТА etA

Рассмотрим стабилизацию в СМО с пере-
грузками в критическом случае l m=  (или 
r = 1).

Лемма 5. Операторная экспонента etA  при 
l m=  имеет элементы вида  

 e e I t I t k jtA

kj

t
k j k j( ) = + =-

- + +
2

12 2 0 1l l l( ( ) ( )), , , , ... .

Таким образом k -ая координата, k = 0,1, ... , 
вектора p t e ptA( ) = 	  вычисляется по формуле 

 p t e I t I t pk
t

j
k j k j j( ) = ( (2 ) (2 )) .2

=0
1

-
•

- + +Â +l l l 	  (11)

5.2.2. СТАБИЛИЗАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Пусть функция c  определена формулой  

 c j j	 	( ) = ( 1/2) ,
=0j kp k

•Â +cos
она представляет собой сдвинутую (на 1/2 по 
k ) косинус-характеристическую функцию на-
чального распределения p	 . Функция c 	  не-
прерывна, четна и 2p -периодична.

Теорема 4. Если l m= > 0 , то 
1о. Для любого начального распределения p	  

имеет место следующая формула для L2 -нормы 
динамического распределения 

 p t
e

e d
t

t( ) =
2

( ( )) .
2

4

0

4 2
L

-

Ú
l p

l j

p
c j jcos 	  (12)

2о. Для любого начального распределения p	  
имеет место следующая асимптотика L2 -нор-
мы динамического распределения 

 p t t t( ) (2 ) , .
2

1/4
L ∼ pl - Æ •  (13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
1о. Формула (11) преобразуется следующим 

образом:

 p t
e

e k dk

t
t( ) =

2
(( 1/2) ) ( ) .

2

0

2
-

Ú +
l p

l j

p
j c j jcos cos 	

Система функций 
2 1

2p
jcos k +Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

 ор-

тонормирована и полна на отрезке [0, ]p , тогда 
по равенству Парсеваля  
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1 2
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0

2
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p
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k
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получаем  
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e
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L k k

t
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=0
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l p
l j

l p

p
c j j

p

cos 	

ÚÚe dt4 2( ( )) ,l j c j jcos 	

что и доказывает формулу (12).
2о. Поскольку функция c 	 , а вместе с ней и 

( )2c 	 , непрерывны и c 	(0) = 1 , то по лемме 4 

 
2

( ( )) (2 ) ,
4

0

4 2 1/4e
e d t

t
t

-
-Ú

l p
l j

p
c j j plcos 	 ∼

что и завершает доказательство справедливости 
асимптотики (13).

Более быстрая стабилизация имеет место в 
более слабых топологиях.

Теорема 5. Если l m= > 0 , то 
1о. Для любого начального распределения 

p	  справедлива следующая оценка стабилиза-
ции динамического распределения к нулю при 
t Æ •  

p t p t
t

O
tk

k( ) max ( ) .
, , ,...L• =

= ~ = Ê
ËÁ

ˆ
¯̃	 0 1

4
2

1 1
lp

 (14)

2о. Эта оценка асимптотически неулучша-
ема, то есть ни для какого начального распре-
деления p	  оценка  

 p t o
t

( ) =
1

,L•

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃	

не имеет места. 
3о. Каждая вероятность p tk( )  имеет асим-

птотику  

 p t
t

tk( )
1

.∼
lp

, Æ •  

Д о к а з а те л ь с т в о. 
1о. Оценка (14) сразу следует из представле-

ния (11).
2о. Справедливость утверждения этого пун-

кта следует из справедливости утверждения 
следующего пункта.

3о. Ряд  

 
j

t
k j k j jte I t I t p

=0
2

1( (2 ) (2 ))
• -

- + +Â +l l l 	

сходится равномерно по всем t ≥ 0 , тогда по 
стандартной теореме анализа о возможности в 
таком случае почленного перехода к пределу и 
по асимптотике [12]  

 I t
e

tn

t

( )
2

∼
p
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приходим к справедливости третьего пункта и 
теоремы в целом.

5.2.3. СТАБИЛИЗАЦИЯ ДФР
Полученный только что результат может 

быть использован для оценки ДФР следующим 
простым образом.

Прежде всего отметим, что выражение 
1 ( )- q tk  при k = 0  оценки не требует, так как 
оно всегда тождественно равно нулю. Для дру-
гих k > 0  имеем формулу 

 1 ( ) = ( ) ( ) = ( ).
=0 = =0

1

- -
• • -

Â Â Âq t p t p t p tk
n

n
n k

n
n

k

n  (15)

Отсюда и из теоремы 5 вытекает  
С л е д с т в и е 5.4. 
1о. Для любого начального распределения p	  

имеет место следующая покоординатная оцен-
ка стабилизации ДФР к единице при t Æ •   

 1 ( )
4
2

1
, 1.- ≥q t

k
t

kk ∼
lp

2о. При фиксированном k  полученная оценка 
асимптотически неулучшаема по t Æ • , так 
как справедлива асимптотическая формула  

 1 ( ) , 1.- ≥q t
k

t
kk ∼

lp
  

5.3. СТАБИЛИЗАЦИЯ С ПЕРЕГРУЗКАМИ 
ПРИ l m>

5.3.1. СТАБИЛИЗАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Рассмотрим стабилизацию в СМО с пере-

грузками в некритическом случае l m>  (или 
r < 1 ).

Пусть  

 z j r r j	 	 	( ) = ( ) (( 1) ).
=0

2
1n

n
n np p n

•
+Â - +sin

Теорема 6. Если l m> > 0 , то для любого 
начального распределения p	  имеет место сле-
дующая асимптотика L2 -нормы динамическо-
го распределения  

 p t t t( ) 2(2 ( )) , .
2

1/4
L ∼ p l m+ Æ •-

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем  
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то 
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 (16)

Переходя теперь к контурному интегралу на 
комплексной плоскости, что формально осу-
ществляется заменой переменной z e= ij , и 
учитывая то, что, во-первых,  
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и, во-вторых, что функция  
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 (17)

аналитична по z  в кольце r r< < 1z -  комп-
лексной плоскости и непрерывна вплоть до его 
границы, получаем  
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Отметим, что по мажорантному признаку 
Вейерштрасса ряд (17) сходится равномерно в 
замкнутом кольце. Мы будем формально счи-
тать, что все предыдущие формулы настоящего 
пункта определяют pk  для всех целых 
k = 0, 1, 2, ...± ± . Тогда по равенству Парсеваля 
для экспоненциальных рядов Фурье имеем  

k k

t
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Асимптотика функции F t( )  может быть 
получена по лемме 4:  
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Справедлива верхняя оценка  
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Из (16) нетрудно усмотреть, что при k > 0   

 p e e ek
t k t k t

-
- + - -=∼ const const( ) 2 ( )2 ,l m lm l mr r

значит, 

 k k
t

k
kp t e

o F t
=-•
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- -Â Â~ =
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1 2 2 2 1 2( ) const

( ( )).

( )l m r

Таким образом,  

 p t F t( ) ( )
2

2

L ∼

и теорема доказана.
Теорема 7. Пусть l m> > 0 . Тогда 
1о. Для любого фиксированного k  имеет 

место асимптотическая формула 

  p t c
e
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tk k

k t
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2 ( )

, ,
( )2

3/2
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r
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 в которой  
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p jk j j
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( (1 ) 1).2 =0
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•Âr

r
r r	  

2о. Справедлива равномерная оценка сходи-
мости распределения к нулю  

 p p t
tk

kL• +, =0,1,...
= ( )

4
( )

.
	

∼max
p l m

   

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
1о. Из абсолютной и равномерной сходимос-

ти рядов в представлении (8) (по мажорантно-
му признаку сходимости Вейерштрасса) в 
последнем возможен почленный переход к пре-
делу, что после простых, но довольно громозд-
ких подсчетов, и доказывает асимптотическую 
формулу (18).

5.3.2. СТАБИЛИЗАЦИЯ ДФР
По первой части теоремы 7 имеем  
С л е д с т в и е 5.5.  Для ДФР при любом 

k = 0,1, ...,  справедлива асимптотическая фор-
мула  
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где  

 
¢

+ - - - +
-

¥

¥ - +

+

•Â

c
k k

p j

k

k k

k

j j
j

=
1 ( 1)

(1 )

( (1 ) 1).

2 1

3

=0

r r r r
r r

r r	

 

Для  д о к а з а т е л ь с т в а  достаточно в 
соответствии с формулой (15) произвести сум-
мирование в формуле (18).

5.4. ЭРГОДИЧНОСТЬ БЕЗ ПЕРЕГРУЗОК 
ПРИ l m<

5.4.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
Напомним, что в третьем разделе введено 

финальное распределение  

 p p p p T
k

k• • • • • - - -= [ , , ,...] , = ( 1).1 2
2 2 2

	 r r
Ниже покажем что оно действительно явля-

ется финальным, то есть при определенных 
условиях в различных топологиях  

 lim
t

p t p
Æ•

•( ) = ,
причем независимо от начального распределе-
ния, что и означает эргодичность таких СМО.

В отличие от предыдущих случаев в СМО без 
перегрузок может иметь место отсутствие ста-
билизации динамического распределения имен-
но к указанному финальному распределению. 
Это случается в классе обобщённых распреде-
лений, когда в накопителе с ненулевой вероят-
ностью в начальный и, следовательно, и во все 
последующие моменты времени находится бес-
конечное число заявок.

Этот факт на наш взгляд является причиной 
того, что в случае обычных распределений без 
дополнительных ограничений на начальное 
распределение не удаётся выявить квалифици-
рованную скорость стабилизации. При этом чем 
ближе начальное распределение к финитному, 
то есть чем легче у него хвост, тем с большей 
скоростью динамическое распределение сходит-
ся к финальному и, наоборот, чем ближе началь-
ное распределение к обобщённому, то есть чем 
тяжелее у него хвост, тем эта скорость медлен-
нее. Сказанное хорошо подтверждается нижес-
ледующими утверждениями.

5.5. СТАБИЛИЗАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Начнем с общего случая.
Теорема 8. При любом начальном распреде-

лении p	  имеет место предельное соотноше-
ние  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По формуле (9) име-
ем  
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где J  — натуральное число и  
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За счет выбора J  достаточно большим фун-
кцию ¢¢SJ  можно сделать как угодно малой 
сразу для всех значений времени t ≥ 0 ; это сле-
дует из оценки (t lm= 2t )  
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и из того, что  
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j
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1
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При фиксированном конечном J  функция 
¢¢ -SJ O t= ( )1/2  при t Æ • . Все приведенные рас-

суждения носили равномерный по k  характер. 
Теорема доказана.

Рассмотрим теперь случай, когда хвост на-
чального распределения имеет степенной тип.

Теорема 9. 
1о. Пусть при некотором q q, 0 1< £ , на-

чальное распределение удовлетворяет дополни-
тельному условию 
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q 	 ,  (19)

тогда имеет место оценка 
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2о. Пусть при некотором q q,
1
2

1< £ , на-

чальное распределение удовлетворяет условию 
(19), тогда имеет место оценка 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 
1о. Ради краткости обозначений введем век-

тор a a p pj j j: = - •	  и положим t lm= 2t . Тогда 
из формулы (10) имеем  
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Изучим сначала третью (наиболее сложно 
устроенную) из этих функций, которую c помо-
щью уже не раз использованной нами техники 
контурного интегрирования представим в 
виде  
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где  
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ij( ) ,j j=
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причем законность последнего перехода следу-
ет из 1) вытекающей из условия (19) абсолют-
ной сходимости ряда Â - •j p pj j

q ( )	 , 2) следую-
щей отсюда оценки  
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обеспечивающей в последнем интеграле сумми-
руемость подынтегральной функции, и 3) соот-
ветствующей теоремы анализа о предельных 
переходах в равномерно сходящихся несобс-
твенных интегралах.

Таким образом, с обозначаемыми одинаково 
разными постоянными, но не зависящими от t  
и k   
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и так как из оценки бесселевых функций сразу 
следует, что равномерно по k   

 ¢ = ¢¢ =- -g t O t g t O tk k( ) ( ), ( ) ( ),1/2 1/2  

то оценка (20) доказана.
2о. Воспользуемся уже полученным пред-

ставлением функции ¢¢¢qk :  
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и получаемыми аналогично представлениями  
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Поэтому, с точностью до ограниченных мно-
жителей эти функции являются коэффициен-
тами Фурье соответствующих функций по ор-
тонормированной системе {(2 ) }1/2p j- e li , а тогда 
по неравенству Бесселя получаем оценки  
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Оценивая три последних интеграла преды-
дущим методом, получаем  
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и так как  
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то неравенство (21) и теорема в целом доказа-
ны.

Рассмотрим, наконец, случай когда хвост 
начального распределения имеет экспоненци-
альный тип. Вычисления, аналогичные соот-
ветствующим вычислениям предыдущего пун-
кта, приводят к асимптотическим формулам 
следующей теоремы.

Теорема 10. Пусть начальное распределение 
финитно или, более общо, пусть выполнено 
условие 
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тогда для любого k ≥ 0  справедлива асимпто-
тическая формула 
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из которой вытекают еще три другие анало-
гичные асимптотические формулы 
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5.5.1. СТАБИЛИЗАЦИЯ ДФР
Теорема 11. При любом начальном распре-

делении p	  имеет место предельное соотноше-
ние  
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Д о к а з а т е л ь с т в о.  По теореме 2  
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то повторением соответствующей части доказа-
тельства теоремы 8 и завершается доказательс-
тво теоремы 11.

Теорема 12 
1о. Пусть при некотором q q, 0 1< £ , на-

чальное рапределение удовлетворяет условию 
(19), тогда имеет место оценка 
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2о. Пусть при некотором q q,
1
2

1< £ , на-

чальное рапределение удовлетворяет условию 
(12), тогда имеет место оценка 

Асимптотический анализ СМО с бесконечным накопителем
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 
1о. Меняя порядок суммирования, получаем 

еще одно представление  
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Отсюда по схеме рассуждений в доказатель-
стве теоремы 9 имеем  
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Как и ранее отсюда вытекает оценка (24).
2о. Справа в последней формуле с точнос-

тью до ограниченных множителей стоят два 
коэффициента Фурье, что как и ранее обеспе-
чивает справедливость оценки (25). Теорема 
доказана.

Теорема 13. Пусть начальное распределение 
удовлетворяет условию (22), тогда для любого 
k ≥ 0  справедлива асимптотическая формула 
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 из которой вытекают еще три другие асимпто-
тические формулы  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Опуская простые 
детали, отметим только, что формула (26) полу-
чается суммированием по индексу k  в асимп-
тотической формуле (23). Три следующие яв-
ляются прямым следствием (26).
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