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Для объекта с распределенными параметрами рассматривается метод по строения модального 
регулятора, обеспечивающего заданное распре деление корней харак теристического уравнения 
замкнутой системы. Процедура син теза позволяет по лучить передаточную функцию регуля тора 
непосредст венно по передаточ ной функции объекта. Метод синте за модального регулятора 
сво дится к реше нию интерполяцион ной задачи.

1. ВВЕДЕНИЕ

Проблема управления объектами с распре-
деленными параметрами пред ставляет собой 
одну из актуальных проблем теории автомати-
ческого управле ния. Об этом свидетельствует 
появление в отечественных и зарубежных изда-
ниях многочисленных публикаций как теоре-
тического, так и прикладного ха рактера, прове-
дение различных конференций и симпозиумов, 
посвященных этой проблеме. Трудно указать 
какую-ни будь естественно-научную, техниче-
скую или промышленную область, где бы не 
возни кали задачи, связанные с ис пользованием 
объектов с распределенными параметрами [1, 
2]. Кроме того, ин терес исследователей к данной 
проблеме объясняется тем, что объекты с рас-
пределенными параметрами, являясь бесконеч-
номерными, описываются трансцен дентными 
передаточными функциями. Это обстоятельство 
не позво ляет непосредст венно применять к 
объектам с распределенными параметрами ме-
тоды теории автома тического управления объ-
ектами с сосредоточенными параметрами. 

Настоящая статья посвящена ме тоду синте-
за распределенных систем управ ления с помо-
щью пере даточных функций. Предлагае мый 
метод дает возможность проектировать не толь-
ко свободное, но и вынужденное дви же ние за-
мкнутой сис темы управления, учитывая ап-
риорную информацию о за дающих воздей-
ствиях и внешних возмущениях. Класс реа-
лизуемых модальных регуля торов, по лученный 
с помощью рассматриваемого в данной статье 
ме тода, включает регуляторы Смита для объек-
тов с запаздыванием [3, 4].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Обозначим через ¬n  множество алгебраи-
ческих многочленов степени n  над по лем дейст-
вительных чисел. Пусть передаточная функция 
объекта управ ления имеет вид

 W p W p p( ) ( ) ( )= 0 Y , (1)

где 

 W p B p
A p

A p B p m lm l0( )
( )
( )

, ( ) , ( ) , ,= Œ¬ Œ¬ ≥  (2)

функция Y( )p  комплексной переменной p  
является аналитической в пра вой по лу плос-
кости и на мнимой оси. 

Для заданной передаточной функции W p( )  
объекта управления (1) и за дан но го поли нома 
D p n( ) Œ ¬  требуется определить дробно-
рациональ ную переда точ ную функ цию реали-
зу е мого регулятора

 V p
S p
R p

S R0( )
( )
( )

, deg deg ,= £  (3)

с компенсирующей обратной связью, чтобы 
передаточная функция замк нутой сис темы уп-
равления по управляющему воздействию, 
структурная схема кото рой изо бражена на 
рис. 1, имела вид 

 F Y( )
( )
( )

( ), deg deg ,p
Q p
D p

p Q D= £  (4)

и учитывала полезную информацию о задающем 
воздействии g t( )  и внеш нем воз муще нии f t( ). 
Здесь Q p( )  — некоторый алгебраический много-
член, у кото рого k ŒZ0  коэффициен тов явля ются 
произвольными. Общий вид много члена Q p( )  
бу дет выписан ниже. Произволь ные коэффици-
енты многочлена Q p( )  влияют на распределение 
только нулей передаточной функ ции F( )p .

Следуя принципу поглощения [5], классы 
задающих воздействий и внеш них воз муще ний 
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описываются линейными дифференциальными 
опе раторами L1( )s  и L2( )s , анну ли рую щи  ми 
соответственно задание g t( )  и возмущение f t( ) , 
т.е.

 L g t L f t
d
dt1 20 0( ) ( ) , ( ) ( ) , .s s s= = =  (5)

Конкретные представители классов задаю-
щих и возмущающих воздейст вий опре деля-
ются начальными условиями дифференциаль-
ных уравнений (5).

3. СИНТЕЗ МОДАЛЬНЫХ РЕГУЛЯТОРОВ 

Для решения поставленной задачи восполь-
зуемся методом синтеза модаль ных ре гуля торов, 
изложенным в [6, 7]. На основе блок-схемы (см. 
рис.) можно получить за висимость между изоб-
ражениями по Лапласу Y p( ) , G p( )  и F p( )  
сигналов y t( ) , g t( )  и f t( )  соответственно

 

Y p
V p W p
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G p

W p V p W p W p
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( ) ( ) ( ) ( )
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+ -( )ÈÎ ˘̊
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11 0 0+V p W p
F p

( ) ( )
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 (6)

Отсюда находим передаточную функцию 
замкнутой системы по заданию

 F( )
( ) ( )

( ) ( )
.p

V p W p
W p V p

=
+

0

0 01
Принимая во внимание условие (4) и фор-

мулы (1)—(3), получаем сис тему по лино миаль-
ных уравнений относительно S p( )  и R p( )

 
B p S p Q p

B p S p A p R p D p
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
=

+ =
Очевидно, что при известном S p( )  многочлен 
Q p( )  полностью определен. Та ким обра зом, для 
решения поставленной задачи требуется решить 
сле дующее полино ми альное уравнение:

 B p S p A p R p D p( ) ( ) ( ) ( ) ( ).+ =  (7)

Для того чтобы многочлен Q p( )  имел k  про-
извольных коэффициен тов, реше ние уравне ния 
(7) будем искать в виде

 
S p S p A p C p
R p R p B p C p

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ),

= +
= -

0

0

 (8)

где C p k( ) Œ ¬ -1 — произвольный полином, а 
многочлены S p0( )  и R p0( )  яв ля ются ре ше нием 
по линомиального уравнения

 B p S p A p R p D p( ) ( ) ( ) ( ) ( ).0 0+ =  (9)

З а м е ч а н и е  1 .  Если k = 0 , то полагаем 
C p( ) ∫ 0 .

Имеет место следующая теорема [7].
Теорема 1. Если многочлены A p m( ) Œ ¬  и 

B p l( ) Œ ¬ , m l≥ , взаимно про стые, то для лю-
бого полинома D p n( ) Œ ¬ , n m l≥ + , существует 
единст венная пара многочленов S p m0 1( ) Œ ¬ -  и 
R p n m0( ) Œ ¬ - , являющаяся реше нием полиноми-
ально го уравнения (9).

Доказательство. Обозначим через a ŒC , 
i = 1, m , различные корни кратно сти ni  много-

члена A p( ) , n
m

i
i

m=
=
Â

1

. По условию теоремы

 B ii( ) , .a mπ " =0 1  (10)

Тогда, дифференцируя ri  раз ( r ni i= -0 1, ) 
уравнение (9), получаем сле дую щую интерпо-
ляционную задачу: 

 B p S p D
p i

i

i i( ) ( ) ( ),
( ) ( )

0[ ] =
=a

r r a  (11)

или, что тоже,

 S
D p
B p

i

i

i

i
p

0
( )

( )

( )
( )
( )

.r

a

r

a =
È

Î
Í

˘

˚
˙

=

 (12)

Поскольку все ai  различны и справедливо 
неравенство (10), то, как по ка зано в [8], сущес-
твует единственный полином S p0( )  степени 
m - 1 , удовлетво ряющий условию (12). При 
этом S p0( )  представляет собой интер поляцион-
ный многочлен Эрмита. Так как условие (11) 
выполняется, то многочлен D p B p S p( ) ( ) ( )- 0  
единственным способом делится без ос татка на 
многочлен A p( ) , то есть 

 R p
D p B p S p

A p0
0( )

( ) ( ) ( )
( )

.=
-

 (13)

В силу условия n m l≥ +  имеем неравенс-
тво deg degD n m l BS= > + - =1 0 . Поэтому, 
принимая во внимание (13), полу чаем 
degR n m0 = - . 

Докажем теперь, что коэффициенты много-
членов S p0( )  и R p0( )  явля ются действительны-
ми числами. В самом деле, полиномиальное 
уравнение (9) можно представить в виде линей-
ной системы алгебраических уравне ний с ве-

Рис. 1

Синтез модального регулятора для объекта с распределенными параметрами 
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щественными коэффициентами, в которой не-
известными являются коэффици енты много-
членов S p0( )  и R p0( ) . Решением такой системы 
мо гут быть только действительные числа. Одна-
ко выше было показано, что пара многочленов 
S p0( )  и R p0( )  является единственным решени-
ем уравне ния (9), а значит и соот ветствующей 
линейной системы. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  2 .  Если многочлен A p( )  
имеет нулевую степень degA m= = 0 , т.е. 
A p( ) = const , то полагаем S p0 1( ) ∫  и поэтому 
degS0 0= .

Следствие 1. Из теоремы 1 и формулы Эр-
мита [8] следует, что

 S p
j

A s A p
A s s p

D s
B s

ds0
1

2
( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )

,= -
-Úp G

где G  — контур, содержащий все корни ai  мно-
гочлена A p( ) .

Следствие 2. Пусть выполнены все условия 
теоремы 1. Тогда много член S p0( )  определяет-
ся следующей формулой:
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Таким образом,  передаточная функция 
конечномерного регулятора зада ется сле дую-
щей формулой:

 V p
S p
R p

S p A p C p
R p B p C p0

0

0

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

= =
+
-

 (14)

и соответствующая передаточная функция ре-
гулятора V p( )  с компенсирую щей об рат ной 
свя зью приобретает вид

 V p
V p

V p W p p
( )

( )
( ) ( ) ( )

.=
+ -[ ]

0

0 01 1 Y
 (15)

Отсюда, учитывая формулы (2), (8) и (14), 
окончательно получаем

 

V p
S p A p

D p S p B p p

S p A p C p A p
D p S

( )
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( ) ( ) ( ) ( )
( )
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 (16)

Справедлива следующая теорема [8].
Теорема 2. Передаточная функция регуля-

тора (14) всегда реализуема, если вы полняет ся 
неравенство

 n m k m l≥ + + = -{ }c c, max , .1  (17)

Доказательство. Условие реализуемости 
передаточной функции регуля тора (14) опре-
деляется неравенством 

 deg deg .R S≥  (18)

Если неравенство (17) справедливо, то со-
гласно теореме 1 и очевидному нера венству 
c ≥ l  имеем deg degR n m l k BC0 1= - > + - =  
и deg degS m m k S0 1 1= - £ - + = . Поэтому 
degR n m= -  и degS m k= - +1 . Та ким обра-
зом, условие (17) гарантирует выполнение не-
равенства (18).

4. ПОСТРОЕНИЕ РЕГУЛЯТОРОВ 
ПРИ ЗАДАННЫХ КЛАССАХ 
ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ

Для повышения качества управления опреде-
лим передаточную функ цию ре гуля тора, исполь-
зующего полезную информацию о задающих 
воз действиях и внешних воз мущениях. Обозна-
чим через bi ŒC , i = 1, m , различ ные корни 
кратно сти ni  многочлена L p L p L p r( ) ( ) ( ) ,= Œ¬1 2  

degL rj j= , j = 1 2, , r r r= +1 2 , n mi
i

r

=
=
Â

1

, и рас-

смотрим следую щую интер  по ля цион ную зада-
чу: 

 
D p S p B p p L

i
p i

i i

i

i i( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

, , , .

( ) ( )-[ ] = =

= - =
=Y l

r r b

r n m

0

0 1 1
 (19)

Так как полином S p( )  определяется форму-
лой (8), то интерполяционная за дача (19) при-
ни мает вид

D p S p B p p C p A p B p p
p i

i( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
( )- +[ ] =

=0 0Y Y
b

r

Поэтому имеет место условие
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S p B p p D p

A p B p p
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0 Y
Y

 (20)

Если функции A p B p p( ) ( ) ( )Y  и L p( )  явля-
ются взаимно простыми, то A Bi i i( ) ( ) ( )b b bY π 0  
и согласно [8] существует единственный 
интерполяци он ный поли ном Эр мита C p( )  сте-
пени r - 1 , удовлетворяю щий условию (20). 
Кроме того, если Y( )bi ŒR  для всех bi ŒR  и 
Y Y( ) ( )b bi i=  для всех bi ŒC , то C p r( ) Œ ¬ -1 . 
Та ким обра зом, за счет вы бора со ответст-
вующих коэффициентов многочлена C p( )  ре-
шается за дача проектирования вынуж денного 
дви жения замкнутой систе мы управления. 
Дейст вительно, согласно равенствам (5), (6) и 
(15) изображе ние по Лап ласу E p( ) для ошиб-
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ки регу лирования e( )t  определя ется сле дующей 
формулой:

 

E p
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где G p0( )  и F p0( )  — алгебраические многочлены 
степени r1 1-  и r2 1-  соот ветст венно, опреде-
ляемые начальными условиями уравнений (5). 
Оче видно, что интер поляционная зада ча (19) 
может быть представлена в виде

 D p S p B p p L p p( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).- =Y Q
Здесь Q( )p  — некоторая функция, для которой 
справедливо следующее усло вие: Q( )( )r bi

i π 0 ,
r ni i= -0 1, , i = 1, m . Таким образом, имеет 
место равен ство

 

E p
L p p G p

D p
B p p L p p F p

A p D p

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
.

= -

-

2 0

1 0

Q

Y Q
 (21)

Из формулы (21) и теоремы Хевисайда о 
разложении [9] сразу вытекает следую щий ре-
зуль тат: если полиномы A p( )  и D p( )  являются 
гурвицевыми и вы полнено условие (19), то 
ошибка регулирования e( )t Æ 0  при t Æ •  для 
всех внешних воз действий, опре деляемых диф-
ференциальными уравне ниями (5). При этом, 
условие физической реализуемости переда-
точной функции регуля тора V p0( ) , учитываю-
ще го полезную информацию о вход ных сигна-
лах, определя ется услови ем (17) при k r= . 
Анализ фор мулы (21) показывает, что  по-
ведение ошибки регули рования бу дет опреде-
ляться не только полюсами пе редаточной 
функции замк нутой сис темы, но и полю сами 
переда точной функ ции объекта. Поэтому для 
нейтрального и неус тойчивого объекта при на-
личии внешних возмущений или при ненуле-
вых на чальных ус ловиях объекта система уп-
равления будет неработоспо соб ной.

5. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРОВ 
ДЛЯ УСТОЙЧИВЫХ ОБЪЕКТОВ 

С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Рассмотрим теперь метод синтеза модальных 
регуляторов для устой чивого объ екта, т.е. когда 
многочлен A p( )  является гурвицевым. С этой 
це лью введем сле дующие обозначения: 

 S p S p A p D p D p A p0 0 0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).= =�

Тогда полиномиальное уравнение (9) при-
мет вид 

 �S p B p R p D p0 0 0( ) ( ) ( ) ( ).+ =
Нетрудно проверить, что решением этого 

полиномиального уравнения яв ля ются пары 
много членов 

 
или0 0 0

0 0 0

( ) 0, ( ) ( ),

( ) 1, ( ) ( ) ( ).

S p R p D p

S p R p D p B p

= =

= = -

�

�
 (22)

Принимая во внимание формулы (8), полу-
чаем равенства

 
S p A p S p C p

R p R p B p C p

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ).

= -ÈÎ ˘̊

= +

�
0

0

 (23)

В этом случае передаточные функции (14) 
и (16) имеют соответственно вид 

 

V p
S p C p A p

R p B p C p

V p
S p C p

0
0

0

0

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
,

( )
( ) ( )

=
-ÈÎ ˘̊

+

=
-ÈÎ

�

� ˘̊̆

- -ÈÎ ˘̊

A p

D p S p C p B p p

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

0 0
� Y

Отсюда сразу следует, что интерполяцион-
ная задача (19) принимает сле дую щий вид: 

     
D p S p C p B p p

i
p

i i

i

i

0 0 0

0 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

, , , .

( )
- -( )ÈÎ ˘̊ =

= - =
=

� Y
b

r

r n m
 (24)

После элементарных преобразований находим 

 C
S p B p p D p

B p p
i

i

i

i
p

( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
.r

b

r

b =
-È

Î
Í

˘

˚
˙

=

�
0 0Y

Y
Отметим, что условие физической реализу-

емости передаточной функции регу ля тора V p0( )  
оп ределяется неравенст вом (17) при k r= .

6. ПРИМЕР

Пусть задана передаточная функция объекта 
управления с распределен ными параметрами 

 W p
p

p p
( )

( )
.= -

+ +
2
2 1

 (25)

Здесь 

 W p
p

p
p

p0
2

2
1

1
( ) , ( ) .= -

+
=

+
Y

Поэтому

 B p p l A p p m( ) , , ( ) , .= - = = + =2 1 2 1
Синтезируем астатический регулятор V p( )  

с компенсирующей обратной свя зью для объ-

Синтез модального регулятора для объекта с распределенными параметрами 
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екта (25). Так как полином A p( )  является гур-
вицевым, то восполь зуемся методом синтеза 
регуляторов, изложенным в п. 4. Положим 
L p L p p1( ) ( )= = , r = 1 . Условие реализуемости 
регулятора определяется нера вен ством (17), т.
е. n ≥ 1 .

Пусть n = 3  и D p p( ) ( )= + 2 3 . В этом случае 
D p p0

22( ) ( )= +  и согласно (22) и (23) имеем 
�S p0 0( ) = , R p p0

22( ) ( )= + . Тогда, принимая во 
внимание фор мулы (23), находим 

S p p C p R p p p C p( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ).= - + = + + -2 2 22

Здесь C p( )  — полином нулевой степени со сво-
бодным коэффициентом. Для того чтобы регу-
лятор был астатическим, выберем полином 
C p( ) , удов лет во ряю щим следующей интерпо-
ляционной задаче (24):

 ( )
( )( )

.p
C p p

p
p

+ + -
+

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

=

2
2

1
02

0

Отсюда находим C p( ) = -2 .Таким образом,

S p p R p p p( ) ( ), ( ) ( ).= + = +2 2 6
Окончательно получаем передаточные функ-

ции регулятора

V p
p

p p
V p

p p
p p p0 2

2 2
6

2 2 1
2 1 2 2

( )
( )
( )

, ( )
( )

( ) ( )
.= +

+
=

+ +
+ + + -

Передаточная функции замкнутой системы 
при этом имеет вид

 F( )
( )( )

( )
( )

( )
.p

p p
p p

p
p p

= + -
+ +

= -
+ +

2 2 2
2 1

2 2
2 13 2
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