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Рассматриваются вопросы формирования пространств действий в условиях отношений и вза-
имодействия подсистем на уровне структурного (параметрического) представления множеств 
входов и выходов системы.

Необходимость моделирования пространств 
действий в условиях отношений и взаимодейс-
твия подсистем инициировало разработку ма-
тематических методов, базирующихся на осно-
ве логико-лингвистического и структурно-па-
раметрического подходов. Логико-лингвисти-
ческий подход исходит из гипотезы: раз человек 
способен, используя естественный язык, ана-
лизировать и разрешать конфликтные пробле-
мы, то должны существовать некие искусствен-
ные языковые средства и нечисловые компью-
терные процедуры, с помощью которых можно 
имитировать конфликтные процессы и нахо-
дить пути их компромиссного урегулирования. 
Эта гипотеза претворяется в жизнь использова-
нием формализованных языков, близких по 
выразительности к естественному языку, но в 
тоже время обладающих развитыми средствами 
формальных эквивалентных преобразований. 
К ним относятся: нечеткие множества, реляци-
онные и ролевые языки. Модели, построенные 
на базе языков такого типа, получили название 
логико-лингвистических, а вычислительные 
процедуры, реализующие их, названы мягкими 
вычислениями. 

При структурно-параметрическом подходе 
конфликт рассматривается как специфический 
способ взаимоотношения систем, в результате 
которого происходит формирование надсисте-
мы, обладающей уже другими свойствами, чем 
каждая из конфликтующих систем в отдельнос-
ти. Следовательно, проблема построения моде-
ли взаимодействия систем сводится к разработ-
ке способов формального описания отношений, 
связывающих участников конфликта, а именно 
таких как действие, влияние, воздействие, не-
зависимость, содействие, противодействие, 
безразличие, подобие и других. 

Системная формализация. Так же как и в 
[2, 3, 5], формально представим описание сис-
темы тройкой S S G R= { , , },  S X t Y tÃ ¥( ) ( ),  
X t X t m( ) { ( )}= ¥  — входной объект системы 
Y t Y t p( ) { ( )}= ¥  — выходной объект системы 
(t T TŒ = [ , ]0   — время, ¥  — символ декартова 
произведения); S

 
=

 
{S

i
}

N
 — множество элементов 

(под систем), S X t Y ti i iÃ ¥( ) ( ),  X t X ti ik( ) { ( )},= ¥  
X t x tik ik( ) { ( )},=  k mi= 1, ,  Y t Y ti ir( ) { ( )},= ¥  
Yir  = {y ir( t)} , r i= 1, ;r  G  = (S,E) — ориен-
тированный граф с множеством вершин S, 
|S| = N и множеством дуг E  = {e

ij
}, |E| = M, 

характеризующий " =i j N, ,1  наличие связей 
между подсистемами S Si Ã ; R  = <R,F> — 
а л г е б р а ,  г д е  R ( t )  =  { R ( C ( t ) ,  X ( t ) ) }

N
 

( ( ) : ( ( ) ( )) ( )R t C t X t Yi ti i i¥ Æ  — отображение, 
C t C t Ci t C ti i( ) { ( )}, ( ) { ( )},= ¥ =

n
 n = 1,mi  — мно-

жество глобальных состояний i-й подсисте-
мы) — множество носитель; F t f f f( ) { , ,..., }= 1 2 x  
— сигнатура алгебры. И если R(t)

i
 — функция, 

такая, что ( ( ), ( )) ( ( ) ( )),x t y t S c t C ti i i i iÃ ¤ $ Œ  то 

 y R c t x ti i i i= ( ( ), ( )).  (1)

Здесь R
i
(t)

 
называется глобальной реакцией 

подсистемы S
i
 [1]. Через x

i
(t), y

i
(t), c

i
(t) обозна-

чены соответствующие реализации множеств 
X

i
(t), Y

i
(t), C

i
(t).

В таком представлении, с каждой подсисте-
мой S

i
 однозначно связаны цель функциониро-

вания W
i
, полезность достижения цели в виде 

вещественной функции q
i 
=

 
q

i
(x

i
(t), R

i
(c

i
(t), 

x
i
(t))) и производная по системе ¢ = ¢ =q s q s tj i j i( ) ( , )  

= + -
Æ

q x t x s t q x t
Xi Si j j j i j jlim ( ( ) ( , )) ( ( )

( )D
D

0
)))/ ( , ),Dx s ti i  

где Dx s ti i( , )  — сложный вектор-приращение, 
полученный входом подсистемы S

j
 в результате 

действия элемента S
i
 в момент времени t (дейс-

твие элемента задается возмущением Dx s ti i( , )  
[4]. Это относится и к системе S в целом.
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ставлении. Применяя аналогичную формали-
зацию для каждой из подсистем S

i 
так же как и 

в [6], представим ее структуру в виде ориенти-
рованного графа G

i 
=

 
(V

i
, E

i
). Граф G

i
, i N= 1,  

имеет множество вершин V X ti ik mi
= »{ ( )}  

C t Y ti ir pi i
» »{ ( )} { ( )}h  и множест во дуг E

i
, где 

{ ( )} ,{ ( )} ,{ ( )}X t C t Y tik m i ir pi i in h π Δ  — множества 
входов, состояний и выходов подсистемы S

i
. В 

графе отсутствуют смежные вершины из мно-
жеств { ( )}X tik mi

 и { ( )}Y tir pi
, а также взаимосвя-

зи внутри этих множеств. Вершины { ( )}Y tir pi
 

достижимы из вершин { ( )}X tik mi
 только через 

вершины множества состояний { ( )}C ti in h . Это 
вполне отражает наше представление о взаимо-
действии входов и выходов в подсистеме.

Это позволяет рассматривать граф системы 
G

 
=

 
(S, E) в виде некоторого агрегированного 

графа, вершины которого представляются гра-
фами G

i 
=

 
(V

i
, E

i
) — из вершины G

i
 в вершину G

j
 

идет дуга тогда и только тогда, когда имеется 
хотя бы одна дуга, направленная из вершины 
v Vi iŒ  графа G

i 
=

 
(V

i
,

 
E

i
) в вершину v Vj jŒ  гра-

фа G
j 
=

 
(V

j
, E

j
). Агрегированный граф отобража-

ет укрупненную структуру взаимодействия 
подсистем. Для того, чтобы получить более под-
робное описание, этот граф следует развернуть 
в некоторый исходный граф Gs

 
=

 
(Vs, Es) с вер-

ш и н а м и  V X t C ts

i

N
ik m i

N
ii i

= »{ } » » »
= =1 1
{ ( )} { ( )} }

n h  

Y t
i

N
ir pi

» »{ }=1
{ ( )}  и дугами E E Es

i

N
i= » »{ }=1

,  поз-

воляющий описывать взаимодействие подсис-
тем на уровне структурного (параметрического) 
представления множеств входов и выходов. 
Заметим, что здесь множество дуг исходного 
графа распадается как бы на два подмножества: 
E — подмножество внешних дуг, концы которых 
соединяют графы G

i
 и »

=i

N
iE

1
 — подмножество 

внутренних дуг, соединяющих вершины графов 

G
i
, причемE E

i

N
i« »{ } = Δ

=1
.

Из теории графов известно, что вершина 
v Vj

s sŒ  достижима из вершины v Vj
s sŒ  если 

существует в графе Gs = (Vs, Es) путь из vj
s  вvj

s . 
Тогда можно сформировать множество дости-
жимости V vj

s
j
s( )  вершин vj

s  как множество вер-
шин v V Vj

s
j
s sŒ Õ ,  достижимых из вершины vj

s , 
и определить множество достижимости V vj

s
j
s( )  

множества Vi
s  как объединение множеств вер-

шин » = Õ
=i

CardV

j
s

j
s

j
s

j
s si

s

V v V v V
1

( ) ( ) ,  достижимых из 

каждой вершины v Vj
s

j
sŒ ,  где CardVi

s  — мощ-
ность множества Vj

s . 

Отношение достижимости будем обозначать 

через v dvj
s

j
s

�
 или ( , ) ,v v dj

s
j
s Œ

�
 контрдостижимости 

через v dvj
s

j
s



 или ( , ) ,v v dj

s
j
s Œ



 взаимной достижимо-

сти (( ) ( ))v dv v dvj
s

j
s

j
s

j
s

� 

Ÿ  через v dvj

s
j
s

�
 или ( , ) .v v dj

s
j
s Œ

�

Введем ряд определений для S S Si j, ;Ã   
i j N, , .= 1  

Определение 1. В системе S с графом 
Gs = (Vs, Es) подсистема S

j
 с графом G

j
 = (V

j
, E

j
) 

достижима по входу из подсистемы S
i
 с графом 

G
i
 = (V

i
, E

i
), если существуют непустые подмно-

жества X t X ti
o

ik m
j

i
( ) { ( )}Õ  { ( ) { ( )} }Y t Y ti

o
ir p

j

i
Õ  и 

X t X ti
o

jk m
j

i
( ) { ( )}Õ  такие, что X ti

d( )  является 
множеством достижимости множества 
X t Y ti

o
i
oj j( )( ( )).

Определение 2. В системе S с графом 
Gs = (Vs, Es) подсистема S

j
 с графом G

j
 = (V

j
, E

j
) 

достижима по выходу из подсистемы S
i
 с графом 

G
i
 = (V

i
, E

i
), если существуют непустые подмно-

жества X t X ti
o

ik m
j

i
( ) { ( )}Õ  { ( ) { ( )} }Y t Y ti

o
ir p

j

i
Õ  и 

{ ( ) { ( )} }Y t Y ti
o

jk p
j

i
Õ  такие, что Y ti

d( )  является 
множеством достижимости множества 
X t Y ti

o
i
oj j( )( ( )).

Определение 3. В системе S с графом 
Gs = (Vs, Es) подсистема S

j
 с графом G

j
 = (V

j
, E

j
) и 

подсистема S
i
 с графом G

i
 = (V

i
, E

i
) взаимодости-

жимы по входу, если существуют непустые 
подмножества X t X ti

o
ik m

j

i
( ) { ( )}Õ  { ( )Y ti

oj Õ  
{ ( )} }Y tir pi

Õ  и  X t X ti
o

jk m
j

i
( ) { ( )}Õ  { ( )Y tj

oj Õ  
{ ( )} };Y tjr pi

Õ  X t X ti
d

jk m
i

i
( ) { ( )}Õ  и  X ti

dj ( ) Õ  
X tik mi

{ ( )}Õ  такие, что X ti
d( )  является множес-

твом достижимости множества X t Y ti
d

i
d( )( ( )),  а 

X ti
dj ( )  — множеством достижимости множества 

X t Y ti
o

i
oj j( )( ( )).

Определение 4. В системе S с графом 
Gs = (Vs, Es) подсистема S

j
 с графом G

j
 = (V

j
, E

j
) и 

подсистема S
i
 с графом G

i
 = (V

i
, E

i
) взаимодости-

жимы по выходу, если существуют непустые 
подмножества X t X ti

d
ik mi

( ) { ( )}Õ  { ( ) { ( )} }Y t Y ti
d

ir pi
Õ  

и X t X ti
o

jk m
i

i
( ) { ( )}Õ  { ( ) { ( )} };Y t Y tj

o
jr p

i

i
Õ  Y ti

di ( ) Õ  
Y tjk mi
{ ( )}Õ  и Y t Y ti

d
ik m

j

i
( ) { ( )}Õ  такие, что Y ti

d( )  
является множеством достижимости множества 
X t Y ti

d
i
d( )( ( )),  а Y ti

dj ( )  — множеством достижи-
мости множества X t Y tj

o
j
oi i( )( ( )).

Определения позволяют ввести в рассмотре-
ние различные типы достижимости для двух 
произвольных подсистем. Назовем их соответс-
твенно: «вход—вход» — вх вх( ( ) ( ));j io d

i j i jS dS X t dX t
� �

 
«вход—выход» — вх вых ( ( ) ( ));j io d

i j i jS d S X t dY t
� �

 «вы-
ход—вход» — вых вх ( ( ) ( ));j io d

i j i jS d S Y t dX t
� �

 «вы-
ход—выход» — вых вых ( ( ) ( )).j io d

i j i jS d S Y t dY t
� �

Сделаем несколько замечаний к определе-
ниям:

Пространства системных отношений в структурно-параметрическом представлении
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1. Отношение вх вх( ( ) ( ))j io d
i j i jS dS X t dX t

� �
 является 

сюръекцей, т. к. любой элемент из X tj
di ( )  есть 

образ, по крайней мере, одного элемента из 
X ti

oj ( ) . Это относится и к отношениям вх вых,i jS dS
�

 
вых вх,i jS dS

�
 вых вых .i jS dS

�

2. Множество достижимости по входу X tj
di ( )  

для самой подсистемы S
i 
из X tj

di ( )  равно мно-
жеству входов { ( )} ,X tik mi

 т. к. и X t X tj
o

ik m
i

i
( ) { ( )}=  

(это не противоречит понятиям теории графов, 
т. к. здесь считается, что каждая вершина до-
стижима из себя самой), а из Y ti

oi ( )  — опреде-
ляется наличием обратной связи (петли для 
вершины S

i 
в графе G).

3. Множество достижимости по выходу 
Y ti

di ( )  для самой подсистемы S
i 
из X ti

oi ( )  опре-
деляется матрицей достижимости графа G

i
, а из 

Y ti
oi ( )  равно самому этому множеству, т.е. 

Y t Y ti
d

i
oi i( ) ( )=  по тому же свойству достижимос-

ти вершины из себя самой.
4. Для взаимной достижимости совсем не 

обязательно, чтобы X t X ti
o

i
di j( ) ( )=  и Y t Y ti

o
i
di j( ) ( )=  

или X t X ti
o

i
dj j( ) ( )« π Δ  и Y t Y ti

o
i
dj j( ) ( ) .« π Δ  

Вполне возможен случай, когда и (или) 
X t X ti

o
i
dj j( ) ( )« = Δ  и (или) Y t Y ti

o
i
dj j( ) ( )« = Δ  

(рис 1).
Поскольку между входом и выходом подсис-

тем имеется связь типа R t C t X ti i i( ) : ( ( ) ( ))¥ Æ  
Y ti( ),Æ  которую структурно можно описать 

через матрицу достижимости графа G
i
, то, не 

теряя общности, всегда можно рассматривать 
лишь один тип введенных выше достижимостей, 
например, «вход—вход»или «выход—выход». 

Определения (1)—(4) позволяют считать 
пространствами системного взаимодействия 
подсистем S

i
 и S

j
, i j N, ,= 1  подмножества 

X ti
oj ( ),  X tj

oi ( )  для типов достижимости «вход—
вход», «вход—выход» и Y ti

oj ( ),  Y tj
oi ( )  для типов 

достижимости «выход—вход»; «выход—выход». 
Эти множества являются подпространствами 

пространств входных и выходных переменных 
соответственно для подсистем S

i
 и S

j
.

Для нахождения этих подпространств рас-
смотрим механизм их формирования , напри-
мер, для типа достижимости «вход—вход». 

О б о з н а ч и м  ч е р е з  D dx y rk
i

P Pi i
= ¥[ ] ,  

P m pi i= max{ , }  матрицу достижимости типа 
«вход—выход» для подсистемы S

i
, i N= 1, .  Эле-

менты матрицы определяются следующим об-
разом:

 
если

если

1,   ( , ) ;

0,   ( , ) .

ir iki
rk

ir ik

X Y d
d

X Y d

Ï ŒÔ= Ì
œÔÓ

�

�  (2)

В выражении (2) при условии p mi iπ ,  с 
целью получения квадратной матрицы вводят-
ся фиктивные строки или столбцы с нулевыми 
элементами.

Далее, как и в [4] введем квадратную мат-
рицу H hy x rk

ij
L Li j

= ¥[ ] ,  L p mi i= max{ , }.  Назовем 
ее матрицей связи выхода подсистемы S

i
 с вхо-

дом подсистемы S
j
. Будем считать, что элементы 

матрицы имеют значение 1 для всех r и k, для 
которых выполняется равенство X

jk 
=

 
Y

ir
 и зна-

чение 0, для которых X Yjk irπ ,  k r L, , .= 1  Дру-
гими словами если соответствующая составля-
ющая вектора Y

i
 становится составляющей 

вектора X
j
, то соответствующий элемент матри-

цы равен 1. Следовательно, матрица Hy xi j
 также 

как и Dx yi i
 состоит из нулей и единиц (нуль — 

единичная матрица). 
Заметим, что в нашем случае, если подсис-

тема S
i
 связана с подсистемой S

j
 в выше рассмот-

ренном случае (S
j
 является смежной вершиной 

для S
i
 в графе G)

 
, то из (1) x t H y tj y x ii j

( ) ( )=  и 
x t H R c t x tj y x i i ii j

( ) ( ( ), ( )).=
Построим теперь матрицу связи входа под-

системы S
i
 с входом подсистемы S

j
 как 

H D Hx x x y y x rk
i

L Li j i i i j
= Ÿ = ¥[ ] .u  Напомним, что для 

двух нуль-единичных квадратных матриц 
А

 
=

 
[a

ij
], В

 
=

 
[b

ij
] и С

 
=

 
[c

ij
] одной размерности s 

булевы операции определяются следующим 
образом: c a bij k

s

ik kj= Ÿ⁄
=1
( )  для C A B= Ÿ  и 

c a bij ij ij= Ÿ  для C A B= ⁄ .  Тогда по построе-
нию 

 
если

если

1,   ( , ) ;

0,   ( , ) .

ir iki
rk

ir ik

X Y d

X Y d
J

Ï ŒÔ= Ì
œÔÓ

�

�  

Построим матрицы Hx xi j
 для всех i и j, 

i j N, , ,= 1  считая, что возможна связь между 
выходом и входом одного элемента (обратная 
связь). Причем если связь отсутствует, то 

Рис. 1. Взаимодостижимость типа «вход—вход»: 
X t X ti

o
i
dj j( ) ( ) ,« = Δ  X t X tj

o
j
di i( ) ( )« π Δ
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49ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2006, № 2

Hx xi j
= 0.  Таким образом матрицы связи обра-

зуют в совокупности квадратную матрицу 
H Hxx x x N Ni j

= ¥[ ] .  Матрица Hxx  с одной стороны, 
описывает структуру системы S, которая фор-
мируется взаимодействием типовых соедине-
ний: каскадного (последовательного), парал-
лельного, замыкания обратной связи, с другой 
стороны является матрицей смежности некото-
рого графа G

xx
(V

xx
,  E

xx
). По построению 

V X txx i

N
ik mi

= »
=1
{ ( )}  и  E exx rk

i= { },  т а к и х  ч т о 
e X t X t Erk

i
ir jk xx= Œ( ( ), ( ))  тогда и только тогда, 

когда Jrk
i = 1.  Граф G

xx
(V

xx
, E

xx
) эквивалентен 

исходному графу Gs = (Vs, Es) системы в смысле 
достижимости типа «вход—вход» по всем под-
системам S Si Œ  и, следовательно также как и 
матрица смежности H

xx
, может использоваться 

для построения пространств системного взаи-
модействия X ti

oj ( ),  X tj
oi ( )  подсистем S

i
 и 

S i j Nj" =, , .1  Алгоритмы построения матриц 
достижимости известны (именно эти матрицы 
позволяют сформировать искомые пространс-
тва), но следует отметить, что в нашем случае 
они могут оказаться не эффективными, т. к. 
граф G

xx
 имеет большую размерность.

Заметим, что если есть необходимость, ана-
логично можно построить и графы G

xy
(V

xy
, E

xy
), 

G
yx

(V
yx

, E
yx

), G
yy

(V
yy

, E
yy

) с матрицами смежности 
H

xy
, H

yx
, H

yy
, эквивалентные графу графу 

Gs
 
=

 
(Vs, Es) в смысле достижимости типов 

«вход—выход», «выход—вход», «выход—вы-
ход», и сформировать соответствующие про-
странства системного взаимодействия. Это 
обеспечивается наличием условия (1).
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