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БИФУРКАЦИЯ МАЛЫХ СИНХРОННЫХ АВТОКОЛЕБАНИЙ 
ДВУХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С БЛИЗКИМИ ЧАСТОТАМИ 

В. В. Стрыгин, Г. Ю. Северин

Воронежский государственный университет

Рассматривается новая математическая проблема о бифуркации малых синхронных автоко-
лебаний двух динамических систем. Линейные члены систем имеют близкие частоты. С помо-
щью проекторов на инвариантные подпространства исходная многомерная система сводится 
к скалярной четырёхмерной системе на инвариантном интегральном гладком многообразии. 
В свою очередь, эта четырёхмерная система приводится к трёхмерной с 2p-периодическими 
коэффициентами. При исследовании одного положения равновесия этой трёхмерной 
системы получены достаточные условия синхронизации малых автоколебаний.

1. ВВЕДЕНИЕ

Триста лет назад Х. Гюйгенс открыл явление 
синхронизации двух маятниковых часов, за-
креплённых на общей балке. Позже многие 
авторы обнаружили это явление в электротех-
нике, оптике, радиофизике и т.д. Ван-дер Поль 
[1], А. А. Андронов, А. А. Витт [2, 3] развили 
теорию нелинейных колебаний синхронизиру-
ющих систем. И. И. Блехман [4, 5] применил 
идеи синхронизации к анализу вибросистем. 
Исследованию синхронизации посвящено мно-
жество публикаций.

В данной работе исследуется математическая 
задача о бифуркации Хопфа малых синхронных 
автоколебаний двух динамических систем про-
извольных размерностей с близкими частотами. 
Мы существенно используем метод устойчивых 
гладких интегральных многообразий [6, 7] и 
идеи метода усреднения Боголюбова—Митро-
польского [8—10]. Следует особо подчеркнуть, 
что в работе анализируется структура обратных 
связей общего вида, приводящая к бифуркации 
устойчивых автоколебаний. При анализе явле-
ния синхронизации получены достаточные ус-
ловия на обратные связи, гарантирующие би-
фуркацию малых автоколебаний.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
О БИФУРКАЦИИ

Пусть � �n m+ +2 2,  — евклидовы пространства, 
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принимает значения в �n+2 , а F y ym2 1 2( ,..., , )+ e  

определена в B rm+ ¥2
0( ) [0, ]e  и принимает зна-

чения в �m+2 . Эти функции имеют по первой 
переменной непрерывные производные Фреше 
до 3-го порядка включительно, непрерывную 
производную первого порядка по e  и принима-
ют значения в �n+2  и в �m+2  соответственно. 
Рассмотрим вначале две вспомогательные сис-
темы обыкновенных дифференциальных урав-
нений 
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Нелинейные члены X x( , )e  и Y y( , )e  имеют по 
своим первым аргументам порядок малости не 
ниже третьего: 
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Пусть операторы A1
0  и A2

0  имеют по два про-
стых мнимых характеристических числа ±i , а 
остальные характеристические числа лежат в 
левой открытой комплексной полуплоскости.

Будем говорить (см., например, [18]), что 
при e = 0  имеет место бифуркация малых ав-
токолебаний, если при малых e > 0  у системы 
(1)—(1’) существует малое ненулевое решение, 
стремящееся к нулю при e Æ +0 , период кото-
рого стремится к 2p .

Пусть A1
*( )e  и A2

*( )e  — сопряжённые к A1( )e  
и A2( )e  операторы, e1

1( )e  и e2
1( )e  — векторы из 
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2
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Легко заметить,  что P E E1 1
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Пусть x e1 1
1= ( , ( )),x g  x e2 2

1= ( , ( ))x g  — коорди-
наты вектора P x1( )e  в базисе e e1

1
2
1( ), ( )e e  про-

странства E1
2( )e , h e1 1

2= ( , ( )),y g  h e2 2
2= ( , ( ))y g  

— координаты вектора P y2( )e  в базисе e1
2( ),e  

e2
2( )e  пространства E2

2( )e . Зафиксируем теперь 
в пространстве En( )e  некоторый базис 
h hn1( ),..., ( )e e , а в пространстве Em( )e  некото-
рый базис f fm1( ),..., ( )e e . Пусть u un1, ...,  — ко-
ординаты вектора Q x1( )e  в базисе h hn1( ),..., ( )e e ,  
v vm1, ...,  — координаты вектора Q y2( )e  в базисе
f fm1( ),..., ( )e e . Тогда x x1 2 1, , , ..., ,u un  h h1 2 1, , , ...,v vm  
— новые канонические координаты в про-
странстве E E E En m

1
2

2
2( ) ( ) ( ) ( ).e e e e≈ ≈ ≈  Оче-

видно,

   x e e u h u hn n= (0) (0) (0) (0),1 1
1

2 1
2

1 1x x+ + + +	  (2)

   y e e v f v fn n= (0) (0) (0) (0).1 1
2

2 2
2

1 1h h+ + + +	  (2’)

Б а з и с н ы е  в е к т о р ы  h fi j( ), ( )e e ( ,..., ;i n= 1  
, ..., )j m= 1  — класса C 1  по e .

В [3, 4, 17] отмечается, что, как правило, 
синхронизирующее воздействие очень мало в 
сравнении с мощностью генераторов. Мы также 
введём малые линейные связи между уравне-
ниями (1) и (1’). Будем исследовать векторную 
систему 
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Введем обозначения 
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Операторы P A Pi i i(0) ( ) (0)e  в базисе e ei i
1 2( ), ( )e e  

( , ),i = 1 2  очевидно, имеют матрицы 
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Легко заметить, что характеристические числа 
операторов Ai( )e  находятся из уравнений 

 l ea l ei i i O i2 1 0 1 2- + + = =( ) , ( , )  

где

 a a1 11 22 2 11 22= + = +a a b b, .  

Нас будет интересовать тот случай, когда эти 
собственные числа лежат справа от мнимой 
оси: 

 a a b b11 22 11 220 0+ > + >, .  (I)

Пусть операторы K1  и K2  таковы, что при всех 
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где l n p m= =1 1,..., , , ..., .  Неизвестные в этих 
уравнениях — элементы kij

1  и kji
2  матриц K1  и 

K2  соответствующих операторов. Таким обра-
зом, условие (II) есть алгебраическая линейная 
однородная система из (4 4 )n m+  уравнений 
относительно 2( 2)( 2)n m+ +  неизвестных kij

1  и
kji

2 . Её пространство решений имеет размерность 
2 8nm + .

Итак, с учетом условия (II), в канонических 
координатах x x h h1 2 1 1 2 1, , , ..., , , , , ...,u u v vn m  урав-
нения (2)—(2’) имеют вид 
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Из (4)—(5’) следует, что элементы этих матриц 
вычисляются следующим образом 
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Из (2)—(2’) вытекает, что 
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очевидно, имеют по x x1 2 1, , , ..., ,u un  h h1 2 1, , , ...,v vm  
не менее чем третий порядок малости: 

 X X X( , , ) ( , , ) ( , , ) ...,x e x e x eu u u= + +3 4  (10)

 H u H u H u( , , ) ( , , ) ( , , ) ...,x e x e x e= + +3 4  (10¢)

 Y Y Y( , , ) ( , , ) ( , , ) ...,y e h e h ev v v= + +3 4  (11)

 N v N v N v( , , ) ( , , ) ( , , ) ...,y e h e h e= + +3 4  (11¢)
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 N v Y y vi i i( , , ) ( , ) ( , , ),h e e h e= - Y  (13’)

а X x Y yi i( , ), ( , )e e  — члены 3-го порядка малости 
по x y,  соответственно.
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4. УСТОЙЧИВЫЕ ГЛАДКИЕ 
ДВУМЕРНЫЕ ИНВАРИАНТНЫЕ 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 
( = 0)n

В [6] приведён удобный алгоритм для ис-
следования устойчивости нулевого решения 
двумерной системы, имеющей пару чисто мни-
мых собственных чисел. Т. к. у операторов Ai( )e  
характеристические числа лежат вблизи мни-
мой оси, а собственные значения li  матриц 
Ci( )e  удовлетворяют оценке Re l ri < -  ( ),r > 0  
то (см. [6]) система (8)—(11) имеет вблизи нуля 
локальное устойчивое инвариантное интеграль-
ное многообразие размерности 4. Точные фор-
мулировки можно найти в [6—7], [11—14].

Вначале рассмотрим частный случай e = 0 . 
При этом система (4), (4’), (5), (5’) распадается 
на две независимые системы

 

d
dt

A u

du
dt

C u H u

x x x

x

= +

= +

1

1

0

0 0

X( , , ),

( ) ( , , ),
 (14)

 

d
dt

A v

dv
dt

C v N v

y h h

h

= +

= +

2

2

0

0 0

Y( , , ),

( ) ( , , ).
 (14¢)

Построим асимптотическое приближение к 
интегральному многообразию для системы (14). 
Итак, пусть U  — некоторая малая окрестность 
нуля вE1

2 . Для сведения исходной системы к 
двумерной строится n-мерная локальная повер-
хность F :U nÆ � , т. е. 

 F

F

F

F

( , )

( , , )

( , , )

( , , )

x

x x

x x

x x

0

0

0

0

1
1 2

2
1 2

1 2

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜……………

n ˜̃

.  

Итак, пусть x x1 2( ), ( ),t t  F( ( ), ( ), 0)1 2x xt t  — неко-
торое решение системы (14), лежащее на мно-
гообразии F :U nÆ �

 
d
dt

A
x x x x= +1 0 0X F( , ( , ), ),  (15)

 

d
d

A

C H

F X F

F F
x

x x x x

x x x

( , )( ( , ( , ), ))

( ) ( , ) ( , ( , ), ).

0 0 0

0 0 0 0

1

1

+ =

= +
 (15¢)

В равенстве (15¢) выражение 
d
d
F
x

 следует 

понимать как 

 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜

F F

F F

F F

1

1

1

2
2

1

2

2

1 2

x x

x x

x x

…… ……
n n

˜̃
˜

.  

Гладкость F x1( , 0)  в системе (1)—(1’), как по-
казано в [6, 7], гарантирует гладкость многооб-
разия F( , 0)x . В нашем случае оно имеет третий 
порядок малости по x  в окрестности нуля U . 
Неизвестное отображение F :U nÆ �  будем 
искать в виде 

 F F F( , ) ( , ) ( , ) ...,x x x0 0 03 4= + +  

где Fi( , 0)x  имеет i-ый порядок малости по x . 
Равенство (15¢) примет вид 

 

d
d

A

C

x
x

x

[ ....](

( ,[ ....], ))

( )[ ...

F F

X F F

F F

3 4 1

3 4

1 3 4

0

0

+ + +

+ + + =

= + + ..]

( ,[ ....], ),

+

+ + +H x F F3 4 0

 (16)

где F Fi i= ( , , ),x x1 2 0  i = 3 4, ,...  Пусть X3 3,H  — 
известные кубические члены в разложениях 
(10) и (10¢)

 

H X e e

e e
3 3 1 1

1
2 2

1

3 1 1
1

2 2
1

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( ( ) ( ), )

( ( ) ( ), , )

x x x

x x

= + -

- +X ==

= + + +H H H H30 1
3

21 1
2

2 12 1 2
2

03 2
33 3x x x x x x .

 (17)

Здесь Hij  — известные векторы из �n . Выде-
лим в равенстве (16) слагаемые третьего поряд-
ка по x . 

 
d

d
A C H

F F3
1 1 3 3

0
0 0 0

( , )
( ) ( , ) ( , ).

x
x

x x x= +  (18)

На практике функцию F3( , 0)x  нужно ис-
кать в виде формы с неизвестными векторными 
коэффициентами Fij

 
F F F

F F
3 30 1

3
21 1

2
2

12 1 2
2

03 2
3

0 3

3

( , )

.

x x x x

x x x

= + +

+ +
 (19)

Записывая уравнение (19) в координатах
x x1 2, , имеем 

 
- + =

= +

d
d

d
d

C H

F F

F

3

1
2

3

2
1

1 3 3

0 0

0 0 0

( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , ).

x
x

x x
x

x

x x
 

Подставляя (17) в (20) и приравнивая соот-
ветствующие слагаемые при x x x x x x1

3
1
2

2 1 2
2

2
3, , , , 

Бифуркация малых синхронных автоколебаний двух динамических систем с близкими частотами 
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получим для неизвестных векторов Fij  
i j( , ,..., )= 0 3  линейную систему 

 

- + =

+ - = -

- -

C H

C H

C

1 30 21 30

30 1 21 12 21

21 1 1

0 3

3 3 0 6

6 3 0

( ) ,

( ) ,

( )

F F

F F F

F F 22 03 12

12 1 03 03

3

3 (0) =

+ =

+ -

F

F F

H

C H

,
 (21)

с известными правыми частями. Легко видеть, 
что однозначная разрешимость этой линейной 
системы эквивалентна обратимости матрицы 
C C I1

4
1
2(0) 10 (0) 9+ + . После того, как коэффи-

циенты Fij  ( , , , , )i j = 0 1 2 3  в (20) определены, от 
(n

 
+

 
2)-мерной системы (15) перейдём к двумер-

ной системе, описывающей движение по 
F3( , 0)x

 

d
dt
d
dt

x x x x

x x x x

1
2 3

1
1 2

2
1 3

2
1 2

0

0

= - + +

= + +

X

X

( , , ) ...,

( , , ) ....
 

Здесь X3 1 2 1 3 1 1
1

2 2
10 0 0 0 0 0( , , , ) ( ) ( ( ) ( ), ),x x x x= +P X e e   

а функции X3
1

1 2( , , 0)x x  и X3
2

1 2( , , 0, )x x  обознача-
ющие соответственно первую и вторую коорди-
наты вектора X3 1 2( , , 0)x x , имеют по ( , )1 2x x  тре-
тий порядок малости.

5. УСТОЙЧИВОЕ ГЛАДКОЕ 4-Х МЕРНОЕ 
ИНВАРИАНТНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ 

МНОГООБРАЗИЕ ДЛЯ ВОЗМУЩЁННОЙ 
СИСТЕМЫ С ОБРАТНЫМИ СВЯЗЯМИ

Нетрудно видеть, что и в более общем случае 
(при e > 0 ) можно полностью аналогично пос-
троить устойчивое инвариантное гладкое мно-
гообразие F F F( , , , ) ( ( , , ), ( , , ))x h e n x e n x e n= u v T , 
сводящее n m+ + 4 -мерную систему (4)—(5’) 
в некоторой малой окрестности нуля к четырёх-
мерной: 

 
d
dt

L
x e x ne h x= + + +A1

1 3 0 0( ) ( , , ) ...,X  (22)

 
d
dt

L
h e h ne x h= + + +A2

2 3 0 0( ) ( , , ) ...,Y  (23)

Двумерные векторы X3( , 0, 0)x  и Y3( , 0, 0)h  
определяются из равенств 

 

X X F

X X

( , , ) ( , ( , , ), ) |

( , , ) ( , , ) ...
( , , )x x x e n e

x x
x0 0

0 0 0 0
0 0

3 4

= =

= + +

u

,,

( , , ) ( , ( , , ), ) |

( , , ) ( , , ) .
( , , )Y Y F

Y Y

x h y e n e

h h
h0 0

0 0 0 0
0 0

3 3

= =

= + +

v

....

 

Перепишем систему (22), (23) в координат-
ной форме 

 

d
dt

a a

p p

d

x x e x x

ne h h x

1
2 11 1 12 2

11 1 12 2 3
1 0 0

= - + + +

+ + + +

( )

( ) ( , , ) ...,X

xx x e x x

ne h h x

h

2
1 21 1 22 2

21 1 22 2 3
2 0 0

dt
a a

p p

d

= + + +

+ + + +

( )

( ) ( , , ) ...,X

11
2 11 1 12 2

11 1 12 2 3
1 0 0

dt
b b

q q

d

= - + + +

+ + + +

h e h h

ne x x h

h

( )

( ) ( , , ) ...,Y

22
1 21 1 22 2

21 1 22 2 3
2 0 0

dt
b b

q q

= + + +

+ + + +

h e h h

ne x x h

( )

( ) ( , , ) ...,Y

 

где теперь уже при i j, = 1,2  известны кубичес-
кие нелинейности 

X3 30 1
3

21 1
2

2 12 1 2
2

03 2
30 0 3 3i i i i id d d d( , , ) ,x x x x x x x= + + +  (24)

Y3 30 1
3

21 1
2

2 12 1 2
2

03 2
30 0 3 3j j j j jf f f f( , , ) .h h h h h h h= + + +  (25)

6. ПЕРЕХОД К ПОЛЯРНЫМ 
КООРДИНАТАМ И ТРЁХМЕРНОЙ 

СИСТЕМЕ

Для получения условий синхронизации 
перейдём к полярным координатам r,a  и r b,  
(см. например [15]) 

 
x a x a

h r b h r b
1 2

1 2

= =

= =

r rcos , sin ,

cos , sin .

 

 
 

Имеем 

 
dr
dt

r r= ...,1 2
3

3e nerD D D+ + +  (26)

 
d
dt r

r
a e ne r

= 1 ...,4 5
2

6+ + + +D D D  (26’)

 
d
dt

r
r er ne r= ...,1 2

3
3F F F+ + +  (27)

 
d
dt

rb e ne
r

r= 1 ...,4 5
2

6+ + + +F F F  (27’)

где коэффициенты D D F F1 6 1 6, , , , ,	 	  2p -пери-
одически зависят от углов a  и b : 

     D1 11
2 12 21

22
2

2
2= + + +a

a a
acos sin sin ,a a a  (28)

 
D2 11 12

21 22

= + +

+ +

p p

p p

cos cos cos sin

sin cos sin sin ,

a b a b

a b a b
 (29)

 

D3 30
1 4

21
1 3

12
1 2 2

03
1 3

3

3

= + +

+ +

d d

d d

cos cos sin

cos sin cos sin

a a a

a a a a ++

+ + +

+ +

d d

d d
30
2 3

21
2 2 2

12
2 3

03
2 4

3

3

sin cos cos sin

cos sin sin

a a a a

a a a,,

 (30)
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  D4
22 11

12
2

21
2

2
2= - - +a a

a asin sin cos ,a a a  (31)

 
D5 11 12

21 22

= - - +

+ +

p p

p p

sin cos sin sin

cos cos cos sin ,

a b a b

a b a b
 (32)

   

D6 30
1 3

21
1 2 2

12
1 3

03
1 4

3

3

= - - -

- -

d d

d d

cos sin cos sin

cos sin sin

a a a a

a a aa

a a a

a a a

+

+ + +

+ +

d d

d d
30
2 4

21
2 3

12
2 2 2

03
2 3

3

3

cos cos sin

cos sin cos sin aa,

 (33)

   F1 11
2 12 21

22
2

2
2= + + +b

b b
bcos sin sin ,b b b  (28¢)

 
F2 11 12

21 22

= + +

+ +

q q

q q

cos cos cos sin

sin cos sin sin ,

b a b a

b a b a
 (29¢)

 

F3 30
1 4

21
1 3

12
1 2 2

03
1 3

3

3

= + +

+ +

f cis f

f f

b b b

b b b b

cos sin

cos sin cos sin ++

+ + +

+ +

f f

f f
30
2 3

21
2 2 2

12
2 3

03
2 4

3

3

sin cos cos sin

cos sin sin

b b b b

b b b,,

 (30¢)

   F4
22 11

12
2

21
2

2
2= - - +b b

b bsin sin cos ,b b b  (31’)

 
F5 11 12

21 22

= - - +

+ +

q q

q q

sin cos sin sin

cos cos cos sin ,

b a b a

b a b a
 (32’)

    

F6 30
1 3

21
1 2 2

12
1 3

03
1 4

3

3

= - - -

- -

f f

f f

cos sin cos sin

cos sin sin

b b b b

b b bb

b b b

b b b

+

+ + +

+ +

f f

f f
30
2 4

21
2 3

12
2 2 2

03
2 3

3

3

cos cos sin

cos sin cos sin bb.

 (33’)

Введём в рассмотрение разность фаз f a b= - . 
Чертой сверху будем обозначать результат ус-
реднения по b pŒ[0,2 )  функции Z( )b

 Z Z d=
1
2

( )
0

2

p
b b

p

Ú  

и вычислим средние значения от D D1 6, , ,	  
F F1 6, ,	

 D1
11 22

2
= +a a

,  (34)

 
D2 11 12

21 22

1
2

= - +

+ +

[ cos sin

sin cos ],

p p

p p

f f

f f
 (35)

 D3 30
1

12
1

21
2

03
23

8
= + + +[ ],d d d d  (36)

 D4
12 21

2
= - +a a

,  (37)

 
D5 11 12

21 22

1
2

= - - +

+ -

[ sin cos

cos sin ],

p p

p p

f f

f f
 (38)

 D6 21
1

03
1

30
2

12
2=

3
8

[ ],- - + +d d d d  (39)

 F1
11 22=

2
,

b b+
 (34¢)

 
F2 11 12

21 22

=
1
2
[

],

q q

q q

cos sin

sin cos

f f

f f

+ -

- +
 (35¢)

 F3 30
1

12
1

21
2

03
2=

3
8

[ ],f f f f+ + +  (36¢)

 F4
12 21=
2

,
- +b b

 (37¢)

 
F5 11 12

21 22

=
1
2
[

],

q q

q q

sin cos

cos sin

f f

f f

- +

+ +
 (38’)

 F6 21
1

03
1

30
2

12
2=

3
8

[ ].- - + +f f f f  (39’)

Эти усреднённые по b  коэффициенты 
D D F F1 6 1 6, , , , ,	 	  зависят только от f , причём 
периодически. Как показано в [18], малые ав-
токолебания систем (1) и (1¢) имеют амплитуды 
порядка e1 2/ . Поэтому, для дальнейшего иссле-
дования системы (26)—(27’) естественно ввес-
ти новый масштаб r S= e1 2/ ,  r e= 1 2/ T . Это со-
ображение, кроме того, объясняет, почему в 
равенствах (25)—(26’) мы ограничились лишь 
линейными членами порядка e  и кубическими 
членами нелинейности, имеющими по e  нуле-
вую степень. Итак, перейдём к новым масшта-
бам 

 
dS
dt

S T S= [ ] ...,1 2
3

3e nD D D+ + +  (40)

 
d
dt

T
S

S
a e n= 1 ...,4 5

2
6+ + +È

ÎÍ
˘
˚̇

+D D D  (40¢)

 
dT
dt

T S T= [ ] ...,1 2
3

3e nF F F+ + +  (41)

 
d
dt

S
T

T
b e n= 1 ....4 5

2
6+ + +È

ÎÍ
˘
˚̇

+F F F  (41¢)

Переходя в уравнениях (40)—(41¢) от времени 
t  к быстрой угловой переменной b , получим 
трёхмерную систему для S T, ,f  в стандартной 
форме Боголюбова 

 
dS
d

S T S
b

e n= [ ] ...,1 2
3

3D D D+ + +  (42)

Бифуркация малых синхронных автоколебаний двух динамических систем с близкими частотами 
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dT
d

T S T
b

e n= [ ] ...,1 2
3

3F F F+ + +  (43)

 

d
d

T
S

S
T

S T

f
b

e n

n

=

....

4 4 5

5
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6
2

6

D F D

F D F

- +È
ÎÍ

-

- + - ˘
˚̇

+
 (44)

Многоточие здесь означает члены порядка 
O O( ), ( )2ne e  и т.д. Переходя, наконец, к медлен-
ному углу q eb= ,  имеем 

 

dS
d

S T S

S
T

T

q
n

e n

= + + ¥

¥ - + +Ê
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¯̃ +
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3
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 (45)
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T

q
n
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3

3
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2

6

F F F
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¥ - + +Ê
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d
d

T
S

S
T

S T

f
q

n

n

= - + -

- + - +

D D D

F F F

4 4 5

5
2

6
2

6 ....
 (47)

Далее, усредняя правые части этих уравнений 
по b  и используя (34—39’), получим систему 

 
dS
d

G S T
q

f e n= ( , , , , ),1  (48)

 
dT
d

G S T
q

f e n= ( , , , , ),2  (49)

 
d
d

G S T
f
q

f e n= ( , , , , ).3  (50)

Очевидно, 

     G S T S T S1 1 2
3

3( , , , , ) ...,f e n n= + + +D D D  (51)

    G S T T S T2 1 2
3

3( , , , , ) = ...,f e n nF F F+ + +  (52)
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S
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3
8
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003
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2
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1
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1
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12
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8
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d d

T
f f f f

]

[ ] ....

 (53)

Многоточие в равенствах (51)—(53) означает 
члены, имеющие по e  положительную степень. 
Правая часть системы (48)—(50) не зависит от 
быстрого угла b . Легко видеть, что положения 
равновесия ( ( , ), ( , ), ( , ))* * *S Tn e n e f n e  усреднён-
ной системы (48)—(50) имеют вид 
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где S0 > 0,  T0 > 0.  Полагая в правых частях 
уравнений (48)—(50) e = 0,  n = 0  и f = 0 , без 
труда вычисляем 
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 (54)

Если положение равновесия ( ( , ), ( , ),* *S Tn e n e  
( , ))*f n e  системы (48)—(50) обладает свойством 

грубой устойчивости, то любая траектория сис-
темы (42)—(44) с начальными условиями, 
близкими к ( , , )* * *S T f  экспоненциально стре-
мится при b Æ •  в малую n -окрестность точки 
( , , 0)0 0S T .

Нас будет интересовать ситуация, когда 
имеет место малый фазовый сдвиг f ª 0  (см. 
[17]). Очевидно, что автоколебания систем (1) 
и (1¢) с амплитудами S *( )n  и T *( )n  соответ-
ственно могут возникнуть лишь при выполне-
нии условий 

 D F3 3> 0, > 0.  (III)

Достаточное условие малости сдвига фаз полу-
чим из (53) и (54) 

 

- + + - +

+ - + - - + +

+

a a b b

T
S

p p S
T

q q

S

12 21 12 21

0

0

12 21 0

0

12 21

0
2

2

2 2

3

n n( ) ( )

88
3
8

0

21
1

03
1

30
2

12
2

0
2

21
1

03
1

30
2

12
2

[ ]

[ ] .

- - + + -

- - - + + =

d d d d

T
f f f f

 (IV)

Наконец, положение равновесия ( ( , ),*S n e  
( , ), ( , ))* *T n e f n e  усреднённой системы (48)—

(50) должно быть устойчивым при всех доста-
точно малых n , т.е. все характеристические 
корни l n e l n e l n e1 2 3( , ), ( , ), ( , )   матрицы 
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в точке ( ( , ), ( , ), ( , ))* * *S Tn e n e f n e  должны иметь 
отрицательные реальные части. Элементы этой 
матрицы имеют вид: 
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Под многоточием здесь понимаются члены по-
рядка O( ).e  Будем искать l l l1 2 3, ,  в виде ря-
дов: 
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Легко проверить, что 
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где p q d f S Tij ij ij
k

ij
k, , , , , ,0 0  определены формулами 

(27)—(32’), (44). Очевидно, что все три кор-
ня — вещественные, и при выполнении усло-
вия (I) l n e l n e1 2( , ), ( , ) < 0  при всех достаточно 
малых n e, . Условие, гарантирующее отрица-
тельность третьего корня l n e3( , ) , т. е. устойчи-
вость синхронизационного процесса, можно 
записать следующим образом 
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Это есть ограничение в виде неравенства на 
элементы p qij ij,  матриц обратных связей.

Таким образом, при выполнениии условий 
(I)—(V) у системы (3)—(3’) существует локаль-
ное 4-х мерное устойчивое интегральное мно-
гообразие, движение по которому описывается 
4-х мерной системой (24)—(24¢). Последняя 
при малых e n,  имеет не только нулевое реше-
ние, но и малое устойчивое автоколебание, 
близкое к гармоническим автоколебаниям ав-
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тономной системы (1)—(1¢), с амплитудами 
e e1 2

0
1 2

0
/ /,S T  и фазами 
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где x x h h1 2 1 2, , ,  определены равенствами (2)—
(2¢). И, наконец, 

 a b n- = ( ).O  

В этом случае, как предложено в [17], будем 
называть исследуемые автоколебания синхрон-
ными.

7. ПРИМЕРЫ

Рассмотрим 4-х мерную систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений 
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при e n= = 0.001,  d > 0.  Очевидно, условие I  
сдвига корней вправо выполнено: 
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Условие II проверять не нужно. Проверим ус-
ловие III вещественности амплитуд. Очевид-
но, 
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Т.е., в силу (54) и (56), S *  вещественно, если 
d > 0.  Потребуем теперь выполнение достаточ-
ного условия сближения фаз (IV): p d= 2 .  И, 
наконец, в этом примере условие устойчивости 
процесса синхронизации (V) выполнено при 
всех p  и d . Действительно: 
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Перейдём к полярным координатам 
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и, затем, поменяем масштаб радиусов r S= e1 2/ ,  
r e= 1 2/ .T . Получим 4-х мерную систему обык-

новенных дифференциальных уравнений для 
функций S t T t t t( ), ( ), ( ), ( ) :a b
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 (57)

Зададим естественные начальные условия: 

 S T( ) ( ) , ( ) , ( ) .0 0 1 0
2

0
4

= = = =  a p b p
 (58)

Решим приближённо систему (57) с началь-
ными условиями (58) численным методом 
(Maple 10.5) и построим график функции 
F( ) = ( ) ( )t t ta b-  при p d= 1, = 0.5  на отрезке 
t Œ[0, 500] .

Очевидно, что здесь a b( ) ( )t t- Æ •  при
t Æ • .

Рис.1. Асимптотическое поведение разности фаз 
a b( ) ( )t t-  при выполнении условий син хрониза-
ции I—V

Рассмотрим теперь случай p = 2,  d = 1 . 
Здесь p dπ 2  и, следовательно, условие IV не 
выполнено! Фазы могут не сближаться. При-
ведём численный пример с теми же начальными 
условиями (58).

Из рис. 2 видно, что фазы расходятся при 
t Æ • .

Авторы выражают искреннюю признатель-
ность проф. Ю. И. Сапронову и проф. Б. Н. Са-
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Рис. 2. График a b( ) ( )t t-  при невыполнении усло-
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