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В работе представлена и исследована математическая модель колебательных процессов систе-
мы поддерживающих упругих мачтовых растяжек. Основа модели – пространственный ори-
ентированный граф-пучок с ребрами, которые интерпретируются континуумами совершаю-
щими колебательные движения. Мачту моделируют два ребра графа, систему растяжек — ос-
тальные ребра. Следует отметить также, что модель носит «симметричный» характер: контину-
умы физически идентичны и совершают колебания по одинаковым законам с одинаковыми 
параметрами.

Анализ процессов в сложных системах, до-
пускающих представление в виде набора одно-
мерных континуумов взаимодействующих 
только через концы, приводит к изучению за-
дачи Штурма—Лиувилля на сети [1]. На каж-
дом ребре такой сети имеют место классические 
уравнения описывающие процесс, а в узлах 
сети, где ребра смыкаются, решения смежных 
уравнений связаны условиями взаимодействия. 
Если процесс в сложной системе, являясь ди-
намическим, описывается линейными уравне-
ниями в частных производных, то естественным 
является вопрос применимости метода Фурье, 
приводящий к важной задаче: разложению 
заданной функции по собственным функциям 
соответствующей задачи Штурма—Лиувилля 
на сети. Таким образом, вопрос обоснования 
метода Фурье для дифференциальных уравне-
ний в частных производных на сетях приводит 
к изучению вопроса полноты системы собствен-
ных функций в пространстве функций с сум-
мируемым квадратом.

В настоящей работе представлена и иссле-
дована математическая модель колебательных 
процессов системы поддерживающих упругих 
мачтовых растяжек. Основа модели — про-
странственный ориентированный граф-пучок 
с ребрами, которые интерпретируются конти-
нуумами совершающими колебательные дви-
жения. Следует отметить некоторую условность 
модели — отсутствует составляющая, описыва-
ющая поперечные колебания самой мачты, 
учитываются только продольные колебания. 
Мачту моделируют два ребра графа, систему 
растяжек — остальные ребра, что конечно уп-

рощает исследования, но не лишает природных 
особенностей исследуемого процесса. Следует 
отметить также, что модель носит «симметрич-
ный» характер: континуумы физически иден-
тичны и совершают колебания по одинаковым 
законам с одинаковыми параметрами. Целью 
работы является обоснование метода Фурье при 
исследовании соответствующей граничной за-
дачи.

Постановка задачи. В основе задачи описа-
ния продольных колебаний стержня лежит 
следующая задача: найти функцию Q t( , ),x  

T[ , ] [ , ],x Œ ¥0 0�  удовлетворяющую уравнению 
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начальным условиям в момент времени t = 0  и 
граничным условиям при x x= =0, ; �  класси-
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Ниже мы рассмотрим ситуацию, когда урав-
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точке � /2  и вершинами в точках 0 и � , прина-
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имеющих непрерывные вторые производные по 
x  и t  на G ¥ •( )0, ,  причем в узле � /2  имеет 
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называемому в литературе условием взаимо-
действия (трансмиссии ) [1]. Соотношение (2) 
совместно с условием непрерывности в узле 
� /2  моделируют закрепление мачтовых растя-
жек к мачте, соответствующая граничная зада-
ча для Q tx,( ) Œ ¬  имеет вид: 
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начальные условия определяются функциями 
Q0 x( ) , Q1 x( ) : 
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граничные условия имеют вид: 
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Здесь функции a Q Qx x x x( ) ( ) ( ) Œ, , ,0 1 G  — 
вещественные и непрерывные; a x x( ) Œ> 0, G.

Формальное применение к задаче (3)—(6) 
метода Фурье приводит к необходимости изу-
чения соответствующей задачи Штурма—Лиу-
вилля. Функцию Q tx,( )  представим в виде 
X U tx( ) ( )  , подставляя в уравнение (3) и раз-
деляя переменные, имеем

 
¢¢ ( )
( )

=
( ) ¢( )¢

( ) = -U t
U t

a X
X
x

x
l  

или a X Xx l x( ) ¢( )¢ + ( ) = 0 , ¢¢ ( ) + ( ) =U t U tl 0.
Из граничных условий (5), (6) получаем 

к р а е в ы е  у с л о в и я  н а  ф у н к ц и ю  X x( ) :  
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0.  Таким образом, в 
связи с нахождением функции X x( )  приходим 
к задаче о собственных значениях (задаче 
Штурма—Лиувилля на графе G �) : найти те 
значения параметра l , при которых существу-
ют нетривиальные решения на многообразии 
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,  а также найти эти реше-

ния.

Значение параметра l  называется собствен-
ным значением, а нетривиальное решение 
X Xx x l x( ) ∫ ( ) Œ, , G  — собственной функцией 
соответствующей собственному значению l .

Задача Штурма—Лиувилля. Вопросы обос-
нования метода Фурье непосредственно приво-
дят к следующей проблеме: разложение задан-
ной функции с носителем G  в ряд по собствен-
ным функциям задачи Штурма—Лиувилля на 
графе Gp  (мы сохраняем использованные выше 
обозначения G G G, , ,p заменяя �  на p ).
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y x x mg� .  На множестве ¡  рассмотрим 

краевую задачу 

 - ¢¢ + ( ) = Œy q x y y xl , , G  (7)

U y y x hy x k mk x k
( ) ∫ ¢ ( ) - ( ))( = = -= Œ0 0 1 1g , , ,  (8)

 V y y x hy x x( ) ∫ ¢ ( ) + ( ))( ==p 0.  (9)

( l  — спектральный параметр; q x h( ),   — ве-
щественные; q x C( ) Œ ( )G  ( )k m= 1, ). Заметим, 
что краевая задача для функции X x( )  приво-
дится к задаче (7)—(9) известной подстановкой 
Лопиталя [2]: 
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при этом x Œ[ , ],0 p  спектральный параметр l  
заменяется на c h al a, / ( ) = 0 .

Наряду с краевой задачей (7)—(9) рассмот-
рим классическую краевую задачу Штурма—
Лиувилля на отрезке 0,p[ ]  для функций 
y x C C( ) Œ «[ , ] ( , )0 02p p :

 - ¢¢ + ( ) = Œ( )y q x y y xl p, , , 0  (10)
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Здесь, как и в задаче (7)—(9), q x h( ) -, > 0  
вещественные; q x C( ) Œ [ ]0,p . Симметричность 
задачи (7)—(9) ((10), (11)) понимается в виде 
наличия соотношений q x q x( ) = ( ) = º =g g1 2  

q x q xm m= ( ) = -( )
-g gp1  ( , , ).q x q x x( ) = -( ) Œ[ ]p p0

В этом разделе получим простейшие свойс-
тва спектра краевой задачи (7)—(9) и изучим 
асимптотическое поведение собственных зна-
чений и собственных функций, при этом крае-
вая задача (10), (11) носит вспомогательный 
характер.

Математическое моделирование колебательных процессов поддерживающих растяжек упругой мачты
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В дальнейшем нам потребуется следующая 
известная теорема, доказательство которой мож-
но найти, например, в монографиях [2, 3].

Теорема 1. Для любого a  существует един-
ственное решение y x C C, , ,l p p( ) Œ [ ] « ( )0 02  
уравнения (10) такое, что y 0, sin ,l a( ) =  

¢ ( ) = -y 0, cosl a . Для каждого фиксированного 
x Œ[ ]0,p  функция y x, l( )  является целой ана-
литической функцией от l.

Пусть функции m lx, ,( )  h l px C, ,( ) Œ [ ] «0  
pC ,« ( )02  — решения уравнения (10), удовлет-
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(здесь dik  — символ Кронекера) очевидно яв-
ляются линейно независимыми решениями 
уравнения (7) на графе G .

Лемма 1. Функции w lk x k m, , ,( ) = 1  обра-
зуют фундаментальную систему решений 
уравнения (7).

Доказательство. Пусть y x, l( )  — произволь-
ное решение уравнения (7), тогда

  y x c x c x k m
k k k, , , , , .l m l h lg( ) = ( ) + ( ) =1 2 1  (13)

Включение y x, l( ) Œ ¡  связывает постоян-
ные c ck k1 2,  соотношениями
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т.е. произвольное решение уравнения (7) явля-
ется некоторой линейной комбинацией функ-
ций w lk x k m( , ), ( , ) = 1 . Лемма доказана.

Фундаментальную систему решений 
w lk k

mx,
=1

( ){ }  уравнения (7) назовем базовой 
фундаментальной системой решений уравне-
ния (7).

Пусть теперь функции u x v x, , ,l l( ) ( ) Œ 
C C, ,p pŒ [ ] « ( )0 02  являются решениями урав-
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1 при каждом фиксированном l  функции 
u x v x, , ,l l( ) ( )  являются целыми аналитичес-
кими по l . Ясно, что U u V v( ) ( )= 0, = 0 . Рас-
смотрим функции
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Очевидно функции j lk x k m, ,( ) =( )1  при-
надлежат множеству ¡ , являются решениями 
уравнения (7) и удовлетворяют краевым усло-
виям:. U k m Vk k mj j( ) = = -( ) ( ) =0 1 1 0, , .  По-
кажем их линейную независимость. В соответ-
ствии с леммой 1 функции j lk x k m, ,( ) =( )1  
представимы в виде линейных комбинаций 
функций w lk x k m, ,( ) =( )1 :

 j l w lk
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где aki  — надлежащим образом подобранные 
константы.

Лемма 2. Решения j lk x k m, ,( ) =( )1  урав-
нения (7) линейно независимы на графе G  тог-
да и только тогда, когда матрица A ,= aki  
, , ,=k i m1  составленная из коэффициентов aki  

представлений (15), является невырожден-
ной.

Доказательство. Функции j lk x k m, ( , )( ) = 1  
линейно независимы на G , если соотношение
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Т. к. функции w lk x k m, ,( ) =( )1  являются 
линейно независимыми на G , то
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Таким образом, получаем систему линейных 
однородных уравнений (16) относительно ak
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с определителем отличным от 0, значит, 
ak k m= =( )0 1, . Лемма доказана.

Получим разложение функций j lk x,( )  
k m= 1,( )  по базовой фундаментальной системе 
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Для каждого фиксированного k m= 1, ,  в со-
ответствии с (16), получаем m  систем линейных 
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u

u u

v v

p l

p l p l

p l

,

, ,

,
pp l
2

,

,

Ê
Ë

ˆ
¯

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜̃

определитель ее равен - ¢ Ê
Ë

ˆ
¯

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ ( )

-

u
mp l d l

2

2

, ,  где 

d l l l l l( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),= ¢ - ¢u x v x u x v x  x Œ[ , ].0 p  
Таким образом получена

Теорема 2. Если l  не является нулем 

¢ Ê
Ë

ˆ
¯ ( )

-

u
mp l d l

2

2

, ,  то функции j lk x k m, ,( ) =( )1  

образуют фундаментальную систему решений 
уравнения (7), причем U k mk kj( ) = = -( )0 1 1, ,  
V mj( ) = 0.

Пусть ( )( )Ly x y q x y∫ - ¢¢ + ( )  — дифференци-
альное выражение, заданное на функциях 
y x x( ) Œ ¡ Œ( )G  и пусть D  — совокупность 
функций y x( ) , удовлетворяющих краевым 
условиям (8), (9). Оператором Штурма—Лиу-
вилля L  на графе G  назовем оператор, порож-
денный дифференциальным выражением 
( )( )Ly x  и многообразием D .  Обозначим 
g x g x g x g x g x g x1 2 1 2 1 2( ) ( ) = ( ) ( ) - ( ) ( ), ' ' ,  x Œ G  

(в вершинах и узле графа производные пони-
маются односторонними)

Лемма 3. Для любых функций h x h x1 2,( ) ( ) Œ ¡  
имеет место

  
G
Ú

Â

( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) -

- ( ) ( )

=

=

-

= Œ

Lh x h x dx h x h x

h x h x

x

k

m

x k

1 2 1 2

1

1

1 2 0

,

,

p

g
++ ( ) ( ) ( )Ú

G

h x Lh x dx1 2 ,
 (18)

здесь интеграл на G  определяется как сумма 
интегралов по g k k m( = 1, ) .

Доказательство. Рассмотрим интеграл 

G
Ú ÂÚ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( )

=

Lh x h x dx Lh x h x dx
k

m

k

1 2
1

1 2
g

.  Вы-

числим каждый интеграл по g k k m= 1,( )  два 
раза по частям, получим

 

k

m

k

k

m

k

Lh x h x dx

h x q x h x h x

=

=

ÂÚ

ÂÚ

( ) ( ) ( ) =

= - ¢¢( ) + ( ) ( )( ) ( )

1
1 2

1
1 1 2

g

g

ddx

h x h x h x h x

h x h x h x

x

k

m

=

= [ ( ) ¢ ( ) - ¢ ( ) ( )] -

- ( ) ¢ ( ) - ¢

=

=

-

Â
1 2 1 2

1

1

1 2 1

p

(( ) ( )[ ] +

+ ( ) ¢ ( ) - ¢ ( ) ( )[ ] -

= Œ

=

-

= ŒÂ

h x

h x h x h x h x

x k

k

m

x k

2 0

1

1

1 2 1 2
2

g

p g

-- ( ) ¢ ( ) - ¢ ( ) ( )[ ] +

+ ( ) - ¢¢( ) +

= Œ

=
ÂÚ

h x h x h x h x

h x h x

x m

k

m

k

1 2 1 2
2

1
1 2

p g

g

qq x h x dx

h x h x h x h x
x

k

m

x k

( ) ( )( ) =

= ( ) ( ) - ( ) ( ) +

+

=
=

-

= ŒÂ

2

1 2
1

1

1 2 0
, ,

p g

G
ÚÚ ( ) ( ) ( )h x Lh x dx1 2 ,

 

здесь использованы краевые условия (8), (9) и 
структура многообразия ¡ . Лемма доказана.

Следствие. Если h x h x D1 2, ,( ) ( ) Œ  то

 
G G
Ú Ú( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( )Lh x h x dx h x Lh x dx1 2 1 2 .  

Теорема 3. Собственные значения и собс-
твенные функции краевой задачи (7)—(9) ве-
щественны. Собственные функции, соответс-
твующие различным собственным значениям, 
ортогональны в L2 .G( )

Доказательство. Пусть l0 = u iv+  — неве-
щественное собственное значение и y x0 ( )  — ему 
соответствующая собственная функция. Из-за 
вещественности q x h H( ), ,  число l0 = u iv-  так-
же является собственным значением с собствен-
ной функцией y x0 ( ) . Тогда из леммы 3 l l0 0π( )  

Математическое моделирование колебательных процессов поддерживающих растяжек упругой мачты
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вытекает y x y x y x dx
L0
2

0 02 0( ) = ( ) ( ) =( ) ÚG
G

,  что 
невозможно. Таким образом, все собственные 
значения краевой задачи (2)—(4) веществен-
ные, и следовательно, собственные функции 
вещественные. Пусть далее l ln kπ  — собствен-
ные значения краевой задачи (7)—(9), 
y x y xn k( ) ( ),  — соответствующие собственные 
функции. Тогда, как следует из леммы 3,

 
G G
Ú Ú( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( )Ly x y x dx y x Ly x dxn k n k ,  

т.е.

 l ln n k k n ky x y x dx y x y x dx n k
G G
Ú Ú( ) ( ) = ( ) ( ) π ( ).  

Отсюда вытекает ортогональность функций 
y x y xn k( ) ( ),  в L2( ) :G

 
G
Ú ( ) ( ) = πy x y x dx n kn k 0 ( ).  

Обозначим

D l
j l j l

j l j lg( ) =
= -

=

Ï
Ì
Ô

=x k

k m

m

x x k m

x x k m

( , ), ( , ) , , ,

( , ), ( , ) , .

 

 

1 1

1ÓÓÔ
 (19)

Согласно формуле Остроградского—Лиу-
в и л л я  в ы р а ж е н и я  j l j lk mx x, , ,( ) ( ) , 
k m= 1, 1-  не зависят от x  на каждом ребре 
g i i m= 1,( ) , а значит, D l( )  является кусочно-
постоянной функцией по x Œ G . Очевидны 
простейшие свойства функции D( )l :

 

k m
x k k m x k

m m

x x

x h x
= -( )

= Œ = Œ
( ) = ( ) ( ) =

= ¢ ( )ÈÎ -
1 1

0 0
,

, , ,

,

D l j l j l

j l j

g g

,, ,

, , ,

' ,

l j

l j l j l
j l

g

p p

( )˘̊ = ( )
( ) = ( ) ( ) =

= - ( )

= Œ

= =

x k
k m

x m x

U

x x
x

0

1

1

D
++ÈÎ ( )˘̊ = - ( )=

h x V
x

j l j
p1 1, ;

 

кроме того, учитывая представления (14) и (19), 
а также симметричность задачи (10), (11) 
( ( , ) ( , ), [ , ])v x u x xl p l p= - Œ 0 , получаем

 

D

D D D

l g
p l p l

l l l

g

g g

( ) » = - Ê
Ë

ˆ
¯ ¢ Ê

Ë
ˆ
¯

( ) = ( ) = =

Œ

Œ Œ

x m

x x

u u
1

2 3

2
2 2

, , ,

... (( ) =

= - Ê
Ë

ˆ
¯ ¢ Ê

Ë
ˆ
¯

Œ -x m

u u

g

p l p l

1

2 2
, , ,

 

откуда вытекает: равенство нулю функции D( )l  
хотя бы на одном из ребер влечет равенство нулю 
ее на графе G . Обозначим ˆ( ) ( ) ,D Dl l gg

= »Œx m1
 

очевидно D̂ D( ) = 2 ( ) ( = 2, 1).l l gx k
k mŒ -  

Установим основные свойства функций 
D l( ) , D̂( )l .

Теорема 4. 1) Функция D l( )  является целой 
по l  и имеет не более счетного числа нулей 

ln{ } . 2) Нули ln{ }  совпадают с собственными 
значениями краевой задачи (7)—(9). 3) Функ-
ции j lk nx k m, = 1,( ) ( )  являются собственны-
ми функциями и существует последователь-
ность b bn n{ } π( )0  такая, что 

 j l b j lm n n nx x, , .( ) = ( )1  (20)

Доказательство. 1). Функции j lk x,( )  
k m= 1,( )  являются целыми по l  (теорема 1), 

функции j l j lk mx x, , ,( ) ( )  также являются 
целыми по l , значит, и D l( )  — целая функ-
ция l .

2 ) .  П у с т ь  l0  —  н у л ь  D l( ) .  т о г д а 
U k mk mj( ) = = -( )0 1 1, , V j1 = 0( ) , кроме того 
V U k mm kj j( ) ( ) -= 0, = 0 ( = 1, 1)1 . Значит, l0  
— собственное значение краевой задачи (7)—
(9), а j l j l1 0 0x xm, , ,( ) ( )  — собственные функ-
ции.  Из представлений (14) функций 
j l j l1 0 0x xm, , ,( ) ( )  вытекает, что для функций 
u x v x, , ,l l( ) ( ) ,  x Œ[ ]0,p  и м е е т  м е с т о 
U u V u( ) ( )= 0, = 0  и U v V v( ) ( )= 0 = 0, , т.е. l0  
— собственное значение краевой задачи (10), 
(11) и v x u x x, = , , [0, ] ( 0),0 0 0 0l b l p b( ) ( ) Œ π  
з н а ч и т,  j l b j lm x x x, = , ,0 0 1 0( ) ( ) Œ G.  П р и 
этом:

если u
p l
2

00, ,Ê
Ë

ˆ
¯ =  а значит, v

p l
2

00, ,Ê
Ë

ˆ
¯ =  

¢ Ê
Ë

ˆ
¯ πu

p l
2

00, ,  ¢ Ê
Ë

ˆ
¯ πv

p l
2

00, ,  то собственное 

значение l0  имеет m - 1  линейно независимых 
на G  собственных функций:

 
j l

g

l g gk

i

k m

x
x i m i k

u x x

k

0
0

0

0 1 1
,

, ( , ; );

( , ), ;

(

( ) =
Œ = - π

Œ »

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
=

   

 

11 1, ),m -

 j l b j l( ( ) = ( ))m x x0
0 0 1

0
0, , ;  

если u
p l
2

, 0,0
Ê
Ë

ˆ
¯ π  а значит, v

p l
2

00, ,Ê
Ë

ˆ
¯ π  

¢ Ê
Ë

ˆ
¯ πu

p l
2

00, ,  ¢ Ê
Ë

ˆ
¯v

p l
2

, = 0,0  т о  u x( , )l0 ∫ 

u x, ( , ),
p l m l0 02

∫ Ê
Ë

ˆ
¯  x Œ È

ÎÍ
˘
˚̇

0
2

,
p

 и собственному 

значению l0  соответствует одна собственная 
функция j l j l0

0 0 1( , ) ( , )( , ).x x k mk∫ =
Обратно, пусть теперь l0  — собственное 

значение краевой задачи (7)—(9) и y x0 ( )  — 
собственная функция.  Тогда U yk 0 0( ) =  
k m1 1= -( ), , V y0 = 0( ) . Отметим, что сущест-

вует хотя бы одно ребро g k0
 1 10£ £ -( )k m , для 

которого значение y x x k0 =0
0

0( ) πŒg . В противном 
случае при y x x k0 =0 = 0( ) Œg  ( = 1, 1)k m -  в соответ-
ствии с краевыми условиями (8) ¢ ( ) Œy x x k0 =0 = 0g  

В. В. Провоторов
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( = 1, 1)k m - , откуда y x x k0 0,( ) ∫ Œg  ( = 1, 1)k m - ,  
а значит, y x x0 0,( ) ∫ Œ G , что невозможно.

Пусть y x k k k mx k0 =0 0 00 = 1, ,1 < 1( ) π £ -( )Œg  ,  
y x x k0 =0 = 0( ) Œg  (k k m= 1, 1)0 + - . Тогда y x0 0,( ) ∫  
x kŒg  (k k m= 1, 1)0 + - , непрерывность в узле 
p
2

 дает y x k mx k0 =
2

= 0( = 1, 1)( ) -Œp g .  Так как 

y x u xk0 0= , ,( ) ( )a l  x k kkŒ ( )g = 1, 0  (ak  — не-

которые постоянные), значит, u
p l
2

, = 00
Ê
Ë

ˆ
¯ . 

Непрерывность функции y x0 ( )  в узле 
p
2

 и 

включение y x0( ) Œ ¡  дают начальные условия 

для функции y x0( )  на ребре g m : y0 2
= 0

pÊ
Ë

ˆ
¯ , 

¢ Ê
Ë

ˆ
¯ = ¢ Ê

Ë
ˆ
¯

=
Ây u

m k

k

k0
1

0

02 2
p a p l

g
, .  О т с ю д а  y x0 ( ) =  

x x
k

k

k k
1

0
0

0= ( ) Œ
=

Âa j l, , . G  Значит, V y V
k

k

k k( )0
1

0
0=

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=
=

Âa j

V
k

k

k k
k

k

k
ˆ (

1

0
0

0
1

0

1= ( ) = - ( )
= =

Â Âa j l a jD 00
0

0
0( , ) ( , )x xkl j l= =  

0( , ),u x l=   x k kmŒ =g , , ).1 0  Учитывая V y( ) = 0,0  
получаем D̂( ) = 00l , т.к. постоянные ak  всегда 
можно выбрать так, что 

k

k

k
=1

0

0Â πa . Отсюда 
D( ) = 00l .

Пусть далее y x x k0 =0 0( ) πŒg  k m= 1, 1-( ) . 
Тогда y x u xk0 0= ,( ) ( )a l , x k mkŒ -( )g  = 1, 1 . 

Если u
p l
2

, = 00
Ê
Ë

ˆ
¯ , тогда аналогично предыду-

щему y x x x
k

m

k k0
=1

1
0

0= , ,( ) ( ) Œ
-

Âa j l  G  и l0  — нуль 

функции D l0( ) . Если же u
p l
2

, 00
Ê
Ë

ˆ
¯ π , то из 

условия непрерывности в узле 
p
2

 вытекает, что 

постоянные ak  равны между собой и можно 
считать их равными единице. Таким образом, 
получаем начальные условия для функции 

y x0 ( )  на ребре g m :  y x u
x m0

2
02

( ) , ,
= Œ

= Ê
Ë

ˆ
¯p g

p l  

¢ = -( ) ¢ Ê
Ë

ˆ
¯= Œ

y x m u
x m0

2
01

2
( ) , .p g

p l  С другой сторо-

ны, исходя из условий v v h( , ) = 1, ( , ) = ,0 0p l p l¢ -  
получаем y x v xx m0 0( ) = ( , )Œg a l  (a  — некоторая 
постоянная). Учитывая симметричность краевой 

задачи (5), (6), имеем y x v
x m0

2
02

( ) ,
= Œ

= Ê
Ë

ˆ
¯ =p g

a p l  

u 02
,= Ê

Ë
ˆ
¯a p l  и   ¢ = ¢ Ê

Ë
ˆ
¯ =

= Œ
y x v

x m0
2

02
( ) ,p g

a p l  

= - ¢ Ê
Ë

ˆ
¯u 02

, .a p l  Отсюда и из предыдущего по-

лучаем a p l= Ê
Ë

ˆ
¯ =1

2
00, ' ,u  (т.е. ¢ Ê

Ë
ˆ
¯v

p l
2

, = 00 ). 

Значит, y x v x0 0= ,( ) ( )l , x mŒg . Учитывая 

y x
x m

' ( ) = 00 =
2
p gŒ

 ( = 1, ),k m получаем y x0 =( )  

xm 0= ,( )j l , x Œ G . Собственное значение l0  
я в л я е т с я  н у л е м  ф у н к ц и и  D l( ) ,  т . к . 
D( ) = = = 0=0 0l jgx k k m kU U yŒ ( ) ( )  ( .k m= 1, 1)-  
Теорема доказана.

Следствие. Пусть W  — множество собствен-
ных значений ln  краевой задачи (7)—(9), 
тогда W W W= ¢ » ¢¢ , где ¢W  — множество собс-

твенных значений ¢ln  таких, что u n
p l
2

0, ¢Ê
Ë

ˆ
¯ = , 

¢¢W  — множество собственных значений ¢¢ln  для 

которых ¢ ¢¢Ê
Ë

ˆ
¯u n

p l
2

, = 0 . При этом, если соб-

ственное значение l ln n= ¢ , то оно имеет m - 1  
собственных функций

 
j l

g

l g gk n

i

n i m

x
x i m i k

u x x

k

,
, , ( , , );

( , ), ;
¢( ) =

Œ = - π

¢ Œ »

Ï
Ì
Ô
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0 1 1   

 

== -1 1, ,m

 

при этом bn = 1- ; если собственное значение 
l ln n= ¢¢ , то оно простое: j l j lx xn n, ,¢¢( ) = ¢¢( )1  

j lx k m xk n( , , , ),= ¢¢( ) = Œ2 G  — соответствующая 
собственная функция ( = 1)bn .

Обозначим w j ln nx dx= ( )Ú
G

1
2 , .

Теорема 5. Пусть ln  — собственное значе-
ние краевой задачи (7)—(9), тогда 

 ˆ ,¢ ( ) =D l b wn n n  (21)

где число bn  определяется в соответствии со 
следствием из теоремы 4.

Доказательство. Пусть ln  — собственное 
значение краевой задачи (7)—(9). Возьмем 
произвольное l  из окрестности ln . Для функ-
ций j l1 , ,x( )  j lm nx,( )  формула (18) принима-
ет вид

 

G
Ú

Â

( ) =

= ( ) ( ) -

- (
=

=

-

( )( , ) ,

, , ,

,

L x x dx

x x

x
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k

m
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1

1

1

1 )) ( ) +

+

= Œ

Ú

, ,

( , )( )( , ) .

j l

j l j l

gm n x k

m n

x

x L x dx

0

1
G

 

Учитывая краевые условия (3),(4), получаем 

j l j l j l j l
p g1 =

1

1

1 0
, , ,x x x xm n x

k

m

m n x k
( ) ( ) - ( ) ( ) =

=

-

= ŒÂ , , ,

= [ ( ) ¢ ( ) - ¢ ( ) ( )˘̊ -

- [ ( ) ¢

=

=

-

Â

j l j l j l j l

j l

p1 1

1

1

1

x x x x

x

m n m n x

k

m

, , , ,

, jj l j l j l
gm n m n x k

x x x, , ,( ) - ¢ ( ) ( )˘̊ =
= Œ1 0
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= - ¢ + - -

-

=
=

-

= Œ

Â[ ( , ) ( , )] [ ( , )

( , )]

j l j l j l

j l

p1 1
1

1

0

x h x x

h x

n x
k

m

m n

m n x gg j l
k

V= - =( ) ˆ( ),1 D
значит,  предыдущее соотношение дает 

l l j l j l l-( ) =Ún m n nx x dx
G

D1( , ) ( , ) ˆ( ).

При l lÆ n , используя (20), приходим к 
формуле (21).

Замечание. Из b wn nπ π0, 0  в силу соот-
ношения (21) и представления (19) вытекает 
простота нулей функции D̂ l( ) , а значит, и фун-
кции D l( ) .

Изучим асимптотическое поведение собс-
твенных значений и собственных функций за-
дачи (7)—(9) в комплексной l  — плоскости 
спектрального параметра . Пусть l r= 2 , 
t r= Im ;  обозначим G kd r r d= - ≥ >{ :| | ,0  
k = }, , , ...0 1 2 .

Теорема 6. При r Æ +•  верны следующие 
асимптотические формулы: 
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Доказательство. Асимптотические форму-
лы (22) получаются из представлений (14),(19) 
для функций j lk x k m, = 1,( ) ( )  и D l( ) , исполь-
зуя асимптотические формулы для функций 
u x v x, , ,l l( ) ( )  и определителя d l( )  [4]: при 

| |r Æ +•  u x x O x, =
1

| |
(| | ) ,l r

r
t( ) +

Ê
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ˆ
¯̃

cos exp  

u x x O x' , = (| | ) ,l r r t( ) - + ( )sin exp  

v x x O x, =
1

| |
(| | )l r p

r
t( ) -( ) +

Ê
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ˆ
¯̃

cos exp ,  

v x x O x' , = (| | )l r r p t( ) -( ) + ( )sin exp ,  
d l r rp t( ) - + ( )ÈÎ ˘̊= 1 (| | )sin expO x  при r dŒG .

Следствие. Краевая задача (7)—(9) имеет 
счетное множество собственных значений 

ln n{ } ≥0
, при этом r ln n n O n= = + ( )1/ ,  асим-

птотические формулы для собственных функ-
ций получаются из соотношений (22) при 
l l= n .

Функцией Грина краевой задачи (7)—(9) 
[1] назовем функцию G x t, , l( )  такую, что ре-
ш е н и е  п о л у о д н о р о д н о й  з а д а ч и 
- ¢¢ + -y q x y y f x( ) = ( )l , U y k mk ( ) -( )= 0 = 1, 1 ,  
V y( ) = 0  при любой функции f x( )  может быть 
представлено в виде

 y x G x t f t dt( , ) = ( , ; ) ( ) ,l l
G
Ú  

т.е. функция y x, l( )  представляется истокооб-
разно при помощи ядра G x t, , l( ) .

Определим G x t, , l( )  соотношением

 G x t G x t g x, , = , , , ,0l l l( ) ( ) + ( )  
где 

 

i m

ik

k

k m

k m

G x t

x t x t

t x

=( )
( ) =

= ( )

£

1
0

,

, ,

( , ) ( , ),

( , ) ( ,

l

d
l

j l j l

j l j

gD

 

ll

g g

j l j l

j l j

),
,

, , ,

( , ) ( , ),

( , )

 

 

t x

x t k m

x t x t

t

k i

m

£

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
Œ Œ = -

≥

1 1

1

1 mm

k

k k

x t x

x k m

g x c x

( , ),
,

( , ),

, ,

l

g

l j l

 

 

≥

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
Œ =

Ï

Ì

Ô
Ô
Ô
ÔÔ

Ó

Ô
Ô
Ô
Ô
Ô

( ) =

1

(( ) Œ =, ( , ),x k mkg 1

 

В. В. Провоторов



35ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2006, № 2

c k mk ,( = 1, ) определяются как решение системы 
m линейных алгебраических уравнений, порож-
денной условиями непрерывности решения 

y x( , )l  в узле 
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Определитель D l( )  системы (18): D l( ) =  
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Коэффициенты c c t k mk k∫ ( , )( = 1, )l  определя-
ются соотношениями:
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Таким образом функция Грина краевой 
задачи (7)—(9) принимает вид

 
G x t G x t c t x

x k m

k k
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, , , , , , ,

, .

l l l j l
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( ) = ( ) + ( ) ( )
Œ =( )
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1
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Разложение по собственным функциям.
Пусть ln n{ } ≥0

 — собственные значения краевой 
задачи (7)—(9), j lx n n

,
0

( ){ } ≥
 — соответствующие 

им собственные функции; при этом каждое собс-
твенное значение в последовательности ln n{ } ≥0

 
повторяется столько раз, сколько ему соответству-
ет линейно независимых собственных функций.

Не нарушая общности, можно считать, что 
однородная краевая задача (7),(9) при l = 0  
имеет лишь тривиальное решение. В противном 
случае достаточно провести сдвиг спектра на 
любое число, отличное от всех собственных 
значений. Такое число заведомо существует, ибо 
оператор L  имеет не более счетного множества 
собственных значений. Рассмотрим функцию 
f x( )  из области определения оператора L . 
Положим F x Lf x( ) = ( )( ) , тогда

 
f x G x t F t dt

G x t G x t x t

( ) = ( ) ( )

= Œ ¥

Ú
G

G G

, ,

( , ) ( , , ), , ,0  
 

т.е. функция f x( )  представляется истокообраз-
но при помощи непрерывного ядра G x t,( ) , 
x t, Œ ¥G G .

На основании теоремы Гильберта—Шмидта 
[5] функцию f x( )  можно разложить в равно-
мерно сходящийся ряд по собственным функ-
циям ядра G x t,( ) , т.е. по собственным функци-
ям оператора L . Так как область определения 
оператора L  плотна в L2 G( ) , то система собст-
венных функций j l( , )

0
x n n{ } ≥  краевой задачи 

(7), (9) на многообразии ¡  полна и образует 
ортогональный базис в L2 G( ) ; имеет место раз-
ложение f x( ) в обобщенный ряд Фурье:
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Система собственных функций j l( , )
0

x n n{ } ≥  
краевой задачи (7)—(9) определяет систему 
функций Xn n

( )
0

x{ } ≥  (для этого необходимо про-
вести действия, обратные формулам подстанов-
ки Лопиталя). Пусть, далее, разложения в ряд 
Фурье функций Q Q0 1( ), ( ),x x  имеют вид

 Q Q X Q Q X
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0
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Â Â  

где Q Qn n
0 1,  — коэффициенты Фурье функций 

Q Qn n
0 1( ), ( ),x x  соответственно. Решение гранич-

ной задачи (3)—(6) принимает вид:
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nn ( ) .l t tn t d-
 (26)

Равномерная и абсолютная сходимость ряда 
(26) на G ¥ •[0, )  показываются стандартными 
рассуждениями.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Покорный Ю.В., Пенкин О.М., Прядиев В.Л., 

Боровских А.В., Лазарев К.П., Шабров С.А. Диффе-
ренциальные уравнения на геометрических графах. 
— М.: Физматлит, 2004. – 227 с.

2. Левитан Б.М., Саргсян И.С. Введение в спек-
тральную теорию. — М.: Наука, 1970. — 381 с.

3. Титчмарш Э.Ч. Разложения по собственным функ-
циям, связанные с дифференциальными уравнениями 
второго порядка. — М.: ИЛ, 1960. — Т. 1 — 342 с.

4. Юрко В.А. Обратные спектральные задачи и 
их приложения. — Саратов: Изд-во Саратовского 
педагогического института, 2001. — 499 с.

5. Петровский И.Г. Лекции по теории интегральных 
уравнений. – М.: Гостехиздат, Изд. 2, 1995. — 347 с.

Математическое моделирование колебательных процессов поддерживающих растяжек упругой мачты




